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Ad argumentum 


Să aprecieze cititorul dacă e reuşită ori nu “tentativa” de creare a unei 
lucrări ce ar susţine real familiarizarea în scurt timp cu aspectele teoretice, 
algoritmice şi aplicative ale teoriei optimizării matematice. Fiind alcătuită 
în baza conspectelor cursurilor de lecţii ţinute de autor, cartea depăşeşte 
întrucâtva programele analitice universitare tradiţionale. Totuşi e recoman- 
dată în calitate de manual! liceenilor, studenţilor şi doctoranzilor. Poate fi 
un real suport specialiştilor versaţi în optimizarea matematică: cercetătorilor 
ştiinţifici, cadrelor didactice, economiştilor, programatorilor, precum şi tutu- 
ror celor care au interese în acest domeniu modern şi atractiv. 

Materia. este partiţionată în capitole, paragrafe şi subparagrafe, dar e 
clasificată şi pe niveluri: 


e teoretic; 


e algoritmic (care încadrează algoritmi de rezolvare a problemelor cer- 
cetate, fiecare dintre ei fiind argumentat şi analizat din perspectiva 
complexităţii de calcul şi a reprezentării sub formă de pseudocod); 


e ilustrativ-aplicativ (care reuneşte numeroase exemple şi diverse modele 
matematice ale fenomenelor, proceselor şi problemelor economice). 


Nivelul ilustrativ e estompat, de regulă, de caractere mai mici, ca cititorul să 
treacă lesne peste el în cazul în care este interesat exclusiv de teorie, algoritmi 
şi aplicaţii. 

Întrucât teoria optimizării se dezvoltă rapid, e imposibil de prezentat în 
limitele unei lucrări toate rezultatele de valoare. Nici nu s-a pus un asemenea 
scop. Au fost expuse doar acele rezultate care după părerea autorului îi vor 
permite cititorului — în cazul însuşirii lor — să se orienteze independent în 
domeniu şi să soluţioneze efectiv probleme recente ale teoriei optimizării. 


Manual — carte care cuprinde noţiunile de bază ale unei ştiinţe, ale unei arte sau ale 
unei îndeletniciri practice (Dicţionarul explicativ al limbii române). 


Lucrarea se bazează pe numeroase surse bibliografice. Or, materia expusă 
fiind în marea ei parte deja clasică, nu s-au făcut referinţe directe la lucrările 
de origine, ci a fost prezentată doar lista bibliografică a celor folosite nemijloc- 
it şi a celor recomandate cititorului. S-a insistat asupra simplificării esenţiale 
a demonstrațiilor şi a pseudocodurilor algoritmilor. Totuşi se conştientizează 
că anumite lucruri mai pot fi perfecţionate. În acest context, vor fi binevenite 
eventuale sugestii, idei şi observaţii. 


Autorul 


Capitolul 1 


Iniţiere in programarea 
matematică 


1.1 Concepte de bază 


Programarea matematică, numită în sens larg şi teoria optimizării, este 
o ramură a matematicii ce se ocupă de studierea problemelor de optimizare 
şi de elaborarea metodelor de soluţionare a lor. Ea e strîns legată de teoria 
deciziilor şi îşi găseşte aplicaţie în cele mai variate situaţii practice. 

Ce se înţelege prin noţiunea de problemă de optimizare? Esenţa ei devine 
clară dacă reamintim că românescul optim provine de la latinescul “optimus” 
— superlativ al lui “bonus” (bun) — semnificînd nu altceva decît cel mai bun. 
Aşadar, o problemă de optimizare cere selectarea (alcătuirea, construirea, 
găsirea etc.) celei mai bune variante dintr-o mulţime de alternative. În acest 
sens, natura ce ne înconjoară abundă în probleme de optimizare!, pe care le 
rezolvă prin nenumărate experienţe, uneori în decurs de milioane de ani. 

Referindu-ne la activitatea umană, vom sublinia că însăşi natura ei pre- 
supune de la sine o tendinţă spre optim, spre perfecţiune, iar în artă — 
spre ideal, sublim şi armonie. Omul se străduieşte să creeze nu pur şi sim- 
plu obiecte uzuale, ci obiecte bune, foarte bune, desăvirşite, perfecte. În 
nenumărate situaţii el încearcă să realizeze caracteristici optime — de profi- 
tabilitate, de rentabilitate, de volum, de eficienţă etc. Totuşi spre deosebire 


l Aceasta e în mare măsură concordant cu teoria, evoluționistă a lui Ch.R.Darwin — 
supravieţuieşte ce e mai bun şi mai adaptabil. Programarea matematică modernă conţine 
o direcţie aparte ce se ocupă de studierea algoritmilor evoluţionişti şi a celor genetici. 
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de natură, omul nu acţionează orbește, făcînd nenumărate experienţe în timp 
nelimitat. Homo Sapiens, pentru a realiza optimul, foloseşte capacităţile sale 
intelectuale: anali- 
zează, meditează, inventează, experimentează, modelează etc., operînd de 
cele mai dese ori nu cu obiectul real (ce ar determina nenumărate cheltu- 
ieli, îndeosebi în economie), ci cu un careva model: machet, prototip, model 
matematic, desen etc. 

Deci o caracteristică esenţială a activităţii umane în calea spre optim, 
spre perfecţiune constă în utilizarea unui model cu ajutorul căruia se verifică 
diferitele proprietăţi şi caracteristici ale obiectului (situaţiei, fenomenului, 
procesului, sistemului) real cu scopul de a le determina pe cele mai bune. 
Problemele de optimizare pot fi tratate şi ca modele matematice ale unor 
probleme reale care apar în variate domenii: economie, ştiinţă, medicină etc. 
Ele includ în sine modelul obiectului real — o consecutivitate de axiome, 
reguli, relaţii logice, algoritmi etc. — care reflectă proprietăţile, caracteristi- 
cile şi relaţiile existente între parametrii, mărimile constante şi variabile ale 
obiectului de optimizat, precum şi criteriul sau criteriile conform cărora se 
apreciază soluţiile admisibile ale problemei, dintre care şi se selectează cea 
optimă. 

Problema construirii modelului matematic ţine de modelarea matemat- 
ică şi, mai puţin, de programarea matematică. De reţinut totuşi că prima 
elucidează dependenţa ce există între mărimile z, £1, ..., Za ale obiectului 
real şi, ca o relaţie de forma 


G(z, De ae be) 0 
(z şi G pot fi vectoriale), variabilele z, £1, ..., £n fiind legate printr-o funcţie 
implicită. Dacă în relaţia respectivă variabila z poate fi explicitată sub forma 
2 > Oe say ada 


atunci z este funcţie explicită de variabilele z,..., £n- 
In general, o problemă de optimizare se scrie formal (matematic) astfel: 


f(x) — max, re X, 


şi se citeşte: de ales din mulţimea de soluţii admisibile X soluţia optimă 
x* € X cu cea mai mare valoare a funcţiei obiectiv. Problema de optimizare 
e numită problemă de programare matematică (program matematic) dacă 
are forma: 

f(x) — max, (1) 
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ze DCR", (3) 


unde f(x) şi g;(z) sunt funcţii de vectorul z € R”. 

Problema (1)-(3) se citeşte: dintre punctele x € R” ce satisfac relaţiile 
(2)—(3) să se aleagă punctul optim z* pentru care funcţia obiectiv (1) are cea 
mai mare valoare fmax = f* = f(x*). Relaţiile (2)—(3) se numesc restricţii 
ale problemei. Relaţiile (3) se mai numesc condiţii de admisibilitate sau 
restricţii directe. Mulțimea de puncte z € R” care satisfac restricţiile (2)-—(3) 
formează mulţimea de puncte (soluţii) admisibile şi, de regulă, se notează 
prin X. Aşadar, orice punct x € X C R” e numit punct admisibil (soluţie 
admisibilă). Punctele admisibile reprezintă. variantele (alternativele) dintre 
care se alege cea mai bună. În calitate de criteriu de apreciere a variantelor 
serveşte funcţia obiectiv, cea mai mare valoare a ei realizîndu-se pe soluţia 
optimă. 

Problema (1)-(3) se mai scrie şi sub forma: 


max f(x) = 


=max{ f(x) | gl£) <0, i=1,1, g(x)=0,i=l1+1,m, ze D}. 


Vom menționa că orice problemă de determinare a valorii maxime a 
funcției f(x) poate fi scrisă ca problemă de deteminare a valorii minime 
a funcţiei — f (x), deoarece 


max f(x) = — min — f(x) 
pentru orice mulțime X. 
Punctul z* € X este punct de maxim global dacă 


f) > f(z) (4) 


pentru orice x € X. 
Punctul z* € X este punct de maxim local dacă există un e > 0, astfel 


Y 


ca 


f(x) > f(a) (5) 
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pentru orice x € X N V-(z*), unde? 
V-(z*) = {xz E€ X: || z- z* ||< e} 


este o sferă deschisă de rază £ cu centrul în punctul z*, numită e-vecinătate 
a punctului x*. 

Punctele de minim, local şi global, se definesc în mod analog, inversînd 
numai sensul inegalităţilor (4) şi (5). 

Punctele de maxim şi minim, global şi local, sunt numite: puncte sau 
soluţii optime, puncte sau soluţii de extrem. Dacă în (4)-(5) inegalităţile 
sunt înlocuite cu inegalităţi stricte, atunci avem puncte de maxim (minim) 
strict. 


Remarca 1. Orice punct de optim global este şi punct de optim local. 
Nu orice punct de optim local este şi punct de optim global. 


Remarca 2. Dacă există un punct de optim global, atunci există cel 
puţin un punct de optim local. Evident, sunt probleme care au soluţii locale, 
dar nu au soluţii globale. 


Referindu-ne la maxima problemei (1)-(3), vom conveni să numim val- 
oare a problemei numărul“ 


f = sup f(x). 


xEX 


Pot exista următoarele situații: 
I. f* < +o şi există z* € X pentru care f* = f(x*); 


II. f* < +00 şi nu există z* € X pentru care f* = f(x*); 


III. f* = +00. 


Vom spune că problema (1)—(3) are soluţie optimă dacă are loc situaţia 
I. Problema (1)-(3) nu are soluţie dacă X = (), sau dacă are loc una dintre 


2|| x — z* |= plx, 2%) = y (z1 — 2092 + (£2 — £3)? +- + (£n — £4)? — distanţa eu- 
clidiană dintre punctele x şi x*. 

3Funcția f(x) e mărginită superior (inferior) pe X, dacă există aşa un număr M (m), 
încît pentru orice x E€ X are loc f(x) < M (f(x) > m). M (m) e numit majorantă 
(minorantă) a funcţiei f(x) pe mulţimea X. Cea mai mică (mare) dintre majorante 
(minorante) e numită margine superioară (inferioară) sau supremum (infimum) al funcției 
f(x) pe X şi se notează sup f(x) (inf f(x)). 

zeX zeX 
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situaţiile II, III. În situaţia II valoarea problemei nu se realizează, iar în 
situaţia III valoarea nu este mărginită. 

Conform celor expuse, problemele de optimizare pot fi globale şi locale. 
O altă clasificare a lor se face în corespundere cu proprietăţile funcţiilor 
f(x), gi(x) si proprietăţile mulţimii D, deosebind probleme de optimizare: 
necondiționată, liniară, pătratică, convexă, concavă, discretă, combinatorie 
etc. În continuare tipul problemei cercetate va fi menţionat în mod deosebit 
de fiecare dată cînd va apărea o asemenea necesitate. 

Referindu-ne la metodele de soluţionare, vom menţiona că în programarea 
matematică. nu există, cu părere de rău, metode universale de soluţionare. 
În funcţie de tipul problemei cercetate se alege şi metoda de rezolvare, care 
poate fi: exactă sau aproximativă, analitică sau numerică, locală sau globală, 
deterministică sau stochastică, strict fundamentată sau euristică, etc. 

O clasă importantă de metode pe larg utilizate în practică o formează 
metodele iterative. Ele determină soluţia optimă z* prin generarea unui 
şir convergent (către z*) de aproximaţii: 20, x!,...,£,... fiecare element 
al căruia se calculează în baza elementului (elementelor) precedent după o 
regulă prestabilită zë = F (x®71), k = 1,2,..., în care: 20 este soluţia iniţială 
(de start); F — o funcţie dată, în general, sub forma unui set de reguli, 
procedee şi algoritmi, fiecare element al setului (la fel ca şi realizarea lui) 
fiind numit pas. Procesul de calcul al valorii z* = F(x*7!) se numeşte 
iteraţia k a metodei. 

Există mai multe caracteristici ale metodelor iterative: viteza de convergenţă, 
complexitatea calculelor (numărul preconizat de operaţii aritmetice), volu- 
mul de memorie utilizat (atît operativă, cît şi externă), stabilitatea faţă de 
erorile de calcul, timpul (durata) calculelor etc. Caracteristicile pot fi atât 
apriorice, cât şi aposteriorice. Cele apriorice pot fi determinate înainte de 
calcularea, elementului zf, iar cele aposteriorice se determină numai după 
calcularea elementului zf. 

Totuşi evaluarea calităţii unei metode iterative cere elucidarea, în primul 
rînd, a trei probleme de bază: 


1. verificarea. dacă metoda este într-adevăr convergentă, adică verificarea 
relaţiei: 
lim z” = z%; 
k—oo 
2. estimarea distanţei 
Romă k * 
p(x, x*) =|| x° — <” || 
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(dacă există o estimare apriorică, atunci, de regulă, poate fi indicat atît 
numărul de iterații k ce trebuie efectuate pentru a atinge exactitatea 
dorită, cît şi numărul necesar de operaţii aritmetice); 


3. estimarea vitezei (ratei, ordinului) de convergenţă către zero a distanţei 
p(x}, 2*), ceea ce înseamnă indicarea, în general, a unei consecutivităţi 
{6k} convergente către zero pentru care are loc 


p(af, 1”) < qbk, 


unde q este o constantă necunoscută. Această problemă prezintă interes 
numai în cazul în care este dificil a evalua distanţa p(x", x*). 


Astfel, procesul iterativ converge liniar (cu viteza unei progresii geomet- 
rice) dacă există q € (0, 1) şi ko, încît 


e= eaa] 


pentru orice k > ko. 
Viteza de convergență e supraliniară dacă 


k+1 — m | 


| x |< ax az =], 


unde lim q = +0. Dacă, în plus, există ko şi C > 0, încât pentru orice 
—o0o 


k > ko are loc qg < C || z* — z* ||, atunci 
ja ea e ap 


pentru orice k > ko. Inegalitatea obţinută caracterizează viteza pătratică de 
convergenţă. 
Viteza de convergenţă poate fi estimată şi în baza relaţiei 


zi] 


=C, 


E i Za a 
unde C şi q sunt numere finite. Viteza de convergenţă e liniară, dacă q= 1 
şi O < 1, şi supraliniară, dacă q > 1. 
Calitatea metodelor iterative se estimează şi prin viteza de convergenţă a 
şirului de valori f (x°), f(x1),..., f(x%),... ale funcţiei obiectiv către valoarea, 
optimă f(z*). 
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Se consideră că metoda iterativă e definită complet dacă e stabilit dome- 
niul în care se satisfac condiţiile de convergenţă şi sunt stabilite condiţiile 
de oprire a procesului iterativ. Condiţiile de oprire diferă de la metodă la 
metodă, dar, în general, rezidă în verificarea după fiecare iteraţie a unei 
inegalităţi de tipul: 

| qk+t1 — r* |< Ei 


PEJ fa) <a, 


în care £1, e2 > 0 sunt exactităţile cu care se determină soluţia problemei, 
numere oricît de mici, prestabilite la lansarea în execuţie a procesului iterativ. 
Satisfacerea inegalităţii serveşte ca indiciu de oprire a procesului de calcul. 

Dacă mulţimea de soluţii admisibile X sau submulţimea dintre elementele 
căreia se alege soluţia optimă are un număr finit de elemente, atunci proble- 
ma dată este o problemă de optimizare combinatorie. Soluţia, ei se determină 
într-un timp garantat finit (dependent de dimensiunea datelor problemei). 
Timpul (numărul de iterații, de paşi, de operaii) folosit de metodă la re- 
zolvarea problemei este numit complexitate temporală a metodei. Se spune 
că metoda (sau algoritmul) are complexitatea O(p(£)), dacă există o con- 
stantă C > 0 astfel că timpul necesar la rezolvarea problemei cu dimensiunea 
L nu depăşeşte Cp(£), unde y — funcţie numerică iar dimensiunea £L — 
numărul de simboluri necesare pentru codificarea datelor problemei (combi- 
natorii) la introducerea lor în calculator. Dacă ọ este polinomială în raport 
cu £L, metoda are o complexitate polinomială. Dacă p este exponențială 
în raport cu £, metoda are o complexitate exponențială. Sunt considerate 
eficiente metodele de complexitate polinomială. 

La cercetarea problemelor de optimizare construcţiile geometrice au o 
importanţă deosebită atît graţie caracterului lor ilustrativ, referitor la diferite 
aspecte teoretice, cât şi datorită posibilităţii de a le utiliza la rezolvarea unor 
probleme de dimensiuni mici. Astfel, la interpretarea geometrică a problemei 
(1)-(3), în care X C R?, se construiesc pe plan: mulţimea X şi cîteva linii 
de nivel 


La(f) =(ze R2|f(z)=a), ae. 


Determinarea soluţiei globale se reduce la găsirea unui număr maxim a* 
pentru care linia de nivel La:(f) mai are puncte de intersecţie cu mulţimea 
de puncte admisibile X. Toate punctele z* € X N La-(f) sunt soluţii globale 


cu valoarea a* = f(z*). 
Vom ilustra cele spuse printr-un exemplu. 
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Exemplu. Să se rezolve problema: 


(za, £2) = (aa — 3)? + (£2 — 3)” — max (min), 


Ti + £2 < 2, 
zı > 0, £2 > 0. 


Rezolvare. Lesne se observă că mulţimea X de puncte admisibile reprezintă un triunghi 
dreptunghic isoscel cu catetele de lungimea 2, plasate pe axele Oz, Ox2, şi cu vîrful comun 
al catetelor în originea de coordonate. Valorii arbitrare r? a funcției obiectiv îi corespunde 
un cerc de rază r cu centrul în punctul (3; 3). Problema de maximizare (minimizare) 
constă în determinarea valorii maxime fmax (minime fmin) pentru care cercul respectiv 
mai are încă puncte de intersecţie cu triunghiult X (fig. 1). 


Figura 1 


Evident, (0; 0)7 este punct de maxim global. În el funcția obiectiv ia valoarea maximă, 
fmax = 18. (1; 1)7 este punct de minim global. În el funcţia obiectiv ia valoarea minimă 
fmin =8. 

Răspuns: fmax = 18 în (0; 0)7; fmin = 8 în (1; 1)7. 


4Pentru a reflecta sensul schimbării valorii funcției, se plasează alături de linia de nivel 
La(f) de partea în care f >a (f < a) săgeți sau semne “+” (“-”), care indică direcția 
de creştere (descreştere) a funcției obiectiv. 
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1.2  Iniţiere în modelarea matematică prin 
exemple 


Denumirea de programare matematică provine de la primele cercetări 
legate de elaborarea prin metode matematice a programelor optime de ac- 
tivitate a agenţilor economici. Vom prezenta, cîteva exemple de situaţii eco- 
nomice, devenite deja clasice, pentru care vom construi modelele matematice 
respective — probleme de programare matematică. 


Problema repartizării eficiente a resurselor limitate” 


Exemplul 1. Să se construiască modelul matematic al următoarei probleme. 

O întreprindere produce garnituri de mobilă de două tipuri. Producerea unui număr 
cât mai mare de garnituri e limitată de resursele disponibile de scîndură calitativă, şi de 
timpul prelucrării ei cu ajutorul unor maşini automate. Se ştie că la producerea unei 
garnituri de tipul 1 se utilizează 4 m? de scîndură, iar de tipul 2, respectiv, 5 m5, timpul 
de prelucrare la maşinile automate a scîndurii utilizate pentru o garnitură de fiecare tip 
fiind egal, corespunzător, cu 15 min şi 30 min. Săptămînal întreprinderea dispune de 
2100 më de scîndură, iar maşinile automate pot lucra în total nu mai mult de 150 de ore. 

Cite garnituri de mobilă de fiecare tip trebuie să producă săptăminal întreprinderea cu 
scopul de a maximiza beneficiul total, dacă beneficiul de la comercializarea unei garnituri 
de fiecare tip este egal, respectiv, cu 21 $ şi 40 $? 


Rezolvare. Introducem următoarele notații: 
zı (£2) — numărul de garnituri de tipul 1 (2) produse săptămînal. 
E clar că beneficiul săptămînal de la comercializarea mobilei va fi 


f(a) = 21x1 + 40x2. (1) 


Restricţiile pentru resurse se scriu astfel: 


4x14 + 5z2 < 2100, (pentru scîndură)) 
1 1 
1% + 22 < 150, (pentru timp) (2) 


zı > 0, £2 > 0. 


Deci problema dată, ca problemă de programare matematică, are enunţul: să se max- 


imizeze beneficiul (1) în restricţiile (2). 


Situația din exemplul 1 poate fi generalizată. 

O întreprindere fabrică n tipuri de produse, utilizînd pentru aceasta m 
tipuri de resurse (capital, materii prime, forţă de muncă, timp etc.). Can- 
titatea de resursă îi disponibilă în decursul perioadei examinate de timp 


5În literatură e numită şi problemă a asortimentului optim, şi problemă a planificării 
producţiei. 
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(săptămînă, lună, an etc.) este egală cu b; (i = 1,m). E cunoscut că la fabri- 
carea unei unităţi de produs j întreprinderea utilizează a;; unităţi de resursă i 
(î = 1,m, j = 1,n, iar beneficiul obţinut de la valorificarea unei unităţi de 
produs j este egal cu c; (j = 1,n) unităţi băneşti. 

Să se determine cantităţile de produse ce urmează a fi fabricate în perioa- 
da de timp dată, încât beneficiul total să fie maxim. 


Dacă notăm cu z; (j = 1,n) cantitatea de produs j fabricat pe parcursul 


întregii perioade de timp, atunci f(x) = > cjr; este beneficiul total obţinut 


j=1 
n 
de la valorificarea asortimentului £1, £2, ..., £n; J a;j£j este cantitatea de 
j=1 
resursă i utilizată la producerea asortimentului zi, £2, ..., Zn, cantitate ce 


nu poate depăşi b;. In aceste notații, problema de mai sus, numită problemă 
de repartizare eficientă a resurselor limitate, poate fi scrisă: 


(ae > 9t; —> max (3) 


2 :< b; j (4) 


Remarcă. În afară de restricțiile (4) pentru resurse, în condițiile proble- 
mei şi, respectiv, în modelul ei matematic mai pot fi restricții de sortiment, 
de completare etc. 


Menţionăm că în (3)-—(4) toate funcţiile sunt liniare şi de aceea (3)-(4) 
este o problemă de programare liniară. Dacă introducem notaţiile: 


T 
sl UD isa 
= T 
E= (Cih Esans Cn) 3 
n T 
b = (bi, bo... bm)T, 
Q11 Q12 0: Qin 
Q21 Q22 a2 
A= g 
Ami Am2 Amn 


Saij — consumuri tehnologice. 
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atunci (3)-(4) poate fi scrisă şi sub formă matriceală”: 
f(x) = ïr — max, 


Arx < b, 
g = 


Problema dietei.8 Ştiinţific e determinat că pentru un trai sănătos orice 
fiinţă trebuie să consume zilnic necesarul biologic constituit din cantităţi min- 
ime de anumite principii nutritive: proteine, vitamine, glucide, hidrocarburi 
etc., care se conţin în cantităţi anumite în diferite produse alimentare. Pro- 
blema dietei constă în asigurarea necesarului biologic cu cheltuieli minime. 

Introducem notaţiile: 


n — numărul de produse alimentare; 


m — numărul de principii nutritive; 


b; — cantitatea de principiu nutritiv į ce intră în necesarul biologic (i = 
1,.m); 
a;i; — cantitatea de principiu nutritiv ¿ ce se conţine într-o unitate de 


produs j, i = 1,m, j = An 


cj — costul unei unităţi de produs alimentar j, j = 1, n; 


zj; — cantitatea de produs alimentar j, j = 1,n, care urmează să fie 
întrebuințat zilnic. 


În notaţiile de mai sus, obținem modelul matematic al problemei dietei: 


FE) > ot; — min, (5) 


j=1 


pa : (6) 
Üj > 0, J = ln. 


TA — matrice tehnologică. 
SIn literatură ea se întâlneşte şi sub denumirile: problemă a nutriţiei, problemă a me- 
niului optim, problemă a amestecului. 
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Dacă utilizăm notații matriceale, atunci (5)-—(6) se scrie şi sub forma: 
f(z) = cz — min, 


Ar > b, 
xr >o0. 


Problema de transport. O anumită marfă stocată în m depozite în 
cantităţile a; (i = 1, m), respectiv, numite disponibilităţi, urmează a fi trans- 
portată la n consumatori în cantităţile b; (j = 1, n), respectiv, numite cereri. 
Se presupune că disponibilul total este egal cu cererea totală. Fiind cunos- 
cute tarifele c;; (i = 1,m, j = 1,n) (ci; — costul de transport al unei unităţi 
de marfă de la depozitul i la consumatorul j), să se determine planul de 
transport care asigură cheltuieli minime. 

Dacă notăm cu z;; cantitatea de marfă ce urmează a fi transportată de 
la depozitul i la consumatorul j, atunci: 


i Tij reprezintă volumul de marfă ce urmează a fi transportată de la 
j=1 

depozitul ¿ tuturor consumatorilor; 

N ty reprezintă volumul de marfă ce urmează a fi primită de con- 
i=1 

sumatorul j de la toate depozitele; 

NOY cz reprezintă cheltuielile totale necesare pentru realizarea 
i=1 j=1 

planului de transport z;; (i = 1,m, j = 1,n). 


In asemenea notații, problema de transport ia forma: 


f(z) = E. `o CijZij —> MN, (7) 
i=1 j=1 

N ti =a, i=l, m, 

j=1 

s 8 

Da n j=l1,n, i ) 

i=1 
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Dacă 
I O O 
O I O 
Alm+n x mn] = m+1, 
O O I 
m 


unde 7 = (1,1,...,1), O = (0,0,...,0), E — n x n matrice unitară, şi 
— — 


n n 
i Ik 
t= (£11, £12, e 2 3 Cin, T21, T22; ..-. Emn) ; 
N T 
C= (c11, €12, - - < , Cin; C21, C22; - < - , Cmn) ; 
E IN 
b = (a1, a2,- . , Am, b1, Dă a atu bn) 3 


atunci (7)-—(8) se scrie şi sub formă matriceală: 


f(z) = Tzr — min, 


Ar = b, 
xr >o0. 


Exemplul 2 (de problemă neliniară). O întreprindere produce recipiente cilindrice 
de volum unitar din materie primă costisitoare (foi metalice). Pentru a asigura cheltuieli 
minime, se cer determinate dimensiunile recipientului de acelaşi volum unitar, dar de 


suprafață minimă. 


Rezolvare. Dacă notăm: r — raza bazei, h — înălţimea, recipientului, atunci obţinem 


următorul model: 
s(r, h) = 2nr2 + 2nrh — min, 


mr2h = 1, 
r, h >0. 


Problema (9)-(10) poate fi rezolvată cu uşurinţă. Într-adevăr, din (10) reiese că: 


1 


nr2 


Înlocuind (11) în (9), funcţia obiectiv devine o funcţie de o singură variabilă: 
2 1 2,1 
s(r,h) = s(r) = 2nr + 2nrr—; = 2| nrf +]. 
rr r 


Am obţinut o problemă de optimizare necondiționată. 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 
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E cunoscut că în punctele optime derivata funcţiei (12) în raport cu r trebuie să fie 
nulă. Deci, punctele critice ale funcţiei (12) sunt soluţii ale ecuaţiei: 


ds(r) 2 
= 4rr = 0. 
dr r2 
1 
De aici, r* = +/ —- 
27 
Sa ad ; P Aea ak ds(r) i 
Observăm că pentru valorile variabilei r mai mici decât r* derivata d < 0, iar pen- 
T 


ds(r) 


revenim la problema inițială, atunci, folosind (11), obținem soluția optimă a problemei 


(9)-(10): 
1 4 
r* = a w= ji s* = V2n + 2V 2r = 3 V21. 
27 T 
Răspuns: r* = 4 d: h* = 4, s* = 3V/2r. 


De reţinut că exemplul 2 a fost rezolvat prin metode tradiţionale, bine 
cunoscute din analiza matematică. Se observă însă că acelaşi procedeu nu 
poate fi utilizat la rezolvarea nici a exemplului 1, nici a celorlalte proble- 
me de programare liniară construite în acest paragraf. Într-adevăr, deoarece 
funcţia. obiectiv este liniară, fiecare dintre derivatele parţiale este egală cu 
coeficientul respectivei variabile, adică valoarea derivatei este constantă. Ar 
fi o trivialitate ca toţi coeficienţii funcţiei obiectiv să fie egali cu zero con- 
comitent. Deci în interiorul domeniului de puncte admisibile optimuri nu 
pot fi. Ele se pot afla doar pe frontieră. Punctele frontierei, în schimb, nu 
pot fi explorate, deoarece derivatele sunt constante. Aşadar, soluţionarea 
problemelor de programare liniară necesită metode speciale. 

Solicită metode speciale şi alte probleme. În calitate de exemplu poate 
servi următoarea problemă, formulată pentru prima dată de H. Markowitz. 


tru valori mai mari decât r* derivata > 0. Rezultă că r* este punct de minim şi dacă, 


Problema portofoliului. La bursa de valori se vînd n tipuri de acţiuni. 
Conform datelor unui eşantion de volum nl (| — numărul de luni cuprinse 
de sondaj) în luna k acţiunile de tipul j au adus un venit de pi) procente. 
Se aşteaptă că fiecare acţiune de tipul j va aduce în medie un venit de 


pP = t Si p” (j = T,n) procente. În baza datelor de eşantion se calculează 
l pa Ai l Eaa aN eA N ese 
matricea de covariaţie a veniturilor c;;= + 5 (p p) (p )p;) (i,j = Via). 
Agentul economic planifică o investiție în hîrtii de valoare a unei anumite 
sume de bani, proporțiile de procurare dorind să le aleagă în aga mod încît 


să-şi asigure un venit maxim la un risc minim. Dacă notăm cu x; partea 


š x E 54: A a Zi ăi i z n = k T A 

din activ investită în acțiunile de tipul j, atunci >. j=1 Dj reprezintă venitul 
n E n n = v 

aşteptat de la portofoliul za, ..., £n, iar Xa oja Cijtit; reprezintă valoarea 

riscului. Problema respectivă de programare matematică se formulează, în 


felul următor: R 


5 Pr; —> max, (13) 
j=1 
5 X CijLi£lj — min, (14) 
i=1 j=1 
x; =, 
2 (15) 


(13)-(14) reflectă scopurile investorului: maximizarea venitului (13) şi mini- 
mizarea riscului (14). Portofoliul z1,...,&n de hirtii de valoare e considerat 
eficient dacă nu există alte portofolii cu venit mai mare şi risc mai mic, cu 
venit mai mare şi acelaşi risc sau cu risc mai mic şi acelaşi venit. 

Problemele de atare tip, în care se optimizează concomitent valorile ale 
mai multor funcţii obiectiv, se numesc probleme de optimizare multicriterială. 
Se înţelege că ele solicită şi tratări speciale. 


În încheierea paragrafului vom menţiona că necesităţile de metode 
netradiţionale de soluţionare şi de noi abordări teoretice sunt dictate, în 
mare măsură, şi de complexitatea domeniului. Ca o confirmare a acestei 
afirmaţii ne poate servi faptul că multe dintre problemele bine cunoscute şi 
unanim recunoscute ca “pietre unghiulare” în matematică se formulează şi 
se cercetează în cadrul programării matematice. 


Teorema lui Pierre Fermat, datată din 1637, despre imposibilitatea re- 
zolvării în numere întregi a ecuaţiei: x” +y” = z”, unde n > 3, demonstrată 
(pe 150 de pagini) abia în 1994 de către Andrew Wiles, profesor al Univer- 
sităţii Princeton, este echivalentă cu următoarea problemă de programare 
matematică: 


(£” +y” — 22)? + M(1 — cos 272)? + M(1 — cos 2ry)?+ 
+M( — cos 272)? + M(1 — cos 2rn)? — min, 


n>3, 
£z,Y, Z > 1, 
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unde M œ 0 — coeficient de penalizare. 


O eventuală enumerare a tuturor problemelor de aşa natură practic e 
imposibilă. Totuşi atît problemele de mai sus, precum şi altele cum sunt 
problema satisfiabilităţii formelor booleene din logica matematică, problema 
izomorfizmului a două grafe etc., probleme care se formulează şi se cercetează 
ca programe matematice, sunt o dovadă în plus a importanţei programării 
matematice şi a conexiunii ei cu domeniile contemporane de cercetări şi 
aplicaţii. 


Capitolul 2 


Programarea liniară 


Dacă toate funcţiile componente ale problemei de programare matemat- 
ică sunt liniare, iar restricţiile directe au forma: 


zj 20, VE JCAL SRI 


atunci problema e numită problemă de programare liniară. Compartimen- 
tul programării matematice ce se ocupă de cercetarea unor aşa probleme se 
numeşte programare liniară. 


2.1 Forme de prezentare a problemei de pro- 
gramare liniară 


Se disting trei forme de prezentare (scriere) a problemelor de programare 
liniară: generală (mixtă), standard, canonică. 


Forma generală: 


n 


f(e) == S_cz; —> max, (1) 
j=1 
X ajz < b;, i=1,4, (2) 
j=1 
X ajz = b;, i=l+1,m, (3) 
j=1 
zj > 0, j E JC {1,2,... n} (4) 
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Condițiile de admisibilitate (4) sunt numite condiții de nenegativitate sau 
restricții de semn. 


Remarca 1. Orice restricţie de tipul “>” poate fi înlocuită cu o restricţie 


de tipul “<” înmulţind ambele părţi ale inecuaţiei cu —1. 
Forma canonică: 
ela — max, 
Ax < b, 
x > o0. 


Modelul matematic al problemei de repartizare eficientă a resurselor limitate 
(vezi paragraful precedent) reprezintă o problemă de formă canonică. 


Forma standard: 
cl — max, 


Ax =b, 
r>o0. 
Modelul matematic al problemei de transport (vezi paragraful precedent) 
reprezintă o problemă de formă standard. 


Teoremă. Orice problemă de programare liniară poate fi prezentată în 
fiecare dintre cele trei forme: generală, canonică şi standard, toate formele fi- 
ind echivalente, în sensul de a avea aceleagi valori optime ale funcției obiectiv. 


Demonstrație. Forma canonică şi cea standard sunt cazuri particulare 
ale formei generale. E suficient deci să demonstrăm că problema sub formă 
generală poate fi prezentată, utilizînd transformări de echivalență (inclusiv 
şi introducerea unor variabile suplimentare), în ambele forme: canonică şi 
standard, păstrînd intactă valoarea optimă a problemei. 

1° Pentru a trece de la problema sub formă generală la cea sub formă 

n 


canonică, fiecare ecuație J aij£j = b; din (3) se înlocuieşte cu 2 inecuaţii: 
j=1 
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Fiecare variabilă xj, care nu are restricţie de semn, se înlocuieşte cu: 


= pt rT 
£j = £} — T}, 


zi >0, z; >0, 


adică în locul fiecărei variabile fără restricţie de semn apar două variabile 
nenegative. 
2° Pentru a trece de la problema sub formă generală la cea sub formă 
standard, variabilele fără restricţie de semn se înlocuiesc cu: 
+ 


+ Pe 
T; > 0, z} >0. 


n 

Inecuaţiile ` aij£j < b; din (2) se înlocuiesc cu ecuaţii introducînd variabile 
j=1 

ecart (de compensare, de abatere) nenegative şi atunci fiecare inecuație se 
înlocuieşte cu: 


n 
X Qij£j + si = bi, 
j=1 


s; > 0. 


Evident, toate problemele au aceleagi soluții optime, în sensul că fiecărei 
soluții optime în una dintre probleme îi corespund în mod univoc şi evident 
soluţii optime echivalente în celelalte probleme, toate avînd aceeaşi valoare 
a funcţiei obiectiv. 


Vom conveni să numim în continuare, din considerente de comoditate 
şi laconism, problema sub formă generală (standard, canonică) şi problemă 
generală (standard, canonică). 


2.2 Aspecte geometrice 


În acest paragraf se expun noţiunile şi proprietăţile care permit să fie 
concepute simplu şi clar, din punctul de vedere geometric, problemele de 
programare liniară. 
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2.2.1  Subspaţii liniare şi afine 


Vom reaminti că mulţimea vectorilor numerici n-dimensionali, înzestrată 
cu operaţiile de adunare a vectorilor şi înmulţire cu scalar, formează spaţiul 
vectorial R”, numit şi spaţiu aritmetic n-dimensional. Orice submulțime 
S C R” închisă în raport cu operaţiile de adunare şi înmulţire cu scalar 
se numeşte subspaţiu liniar. Subspaţiul liniar © C R” se mai defineşte şi ca 
mulțime a punctelor din R” ale căror coordonate verifică un sistem de ecuații 
omogene: 


S = {x € R”: auzi +--+ ainn = 0, i= 1, m}. 


Orice subspaţiu S are dimensiunea egală cu numărul maxim de vectori liniar 
independenţi din S, adică: 


dim(S) = n — rang(A), 


unde A este matricea coeficienţilor sistemului liniar ce defineşte S. Mulțimea 
de forma: 
V ={u+r: xE S}, 


unde u € R”, e numită subspaţiu afin sau varietate liniară cu dimensiunea 
dim(V) = dim(S) (dimensiunea lui V este aceeaşi ca şi a subspaţiului respec- 
tiv S). Subspaţiul afin mai poate fi definit şi ca mulţime a tuturor punctelor 
din R” ale căror coordonate verifică un sistem de ecuaţii liniare: 


V={xe R": Qili +H: + inta = bi, i= l,m}, 


unde dim(V) = n — rang(A). Dimensiunea oricărei submulţimi X C R” 
este egală cu dimensiunea celui mai mic subspațiu afin ce conține această 
submulțime. 

Subspaţiul afin H de dimensiunea n — 1 e numit hiperplan. Orice hiper- 
plan poate fi definit printr-o ecuație: 


H = {x € R”: atı + a£ +: + anin = b}. 


Hiperplanul generează (delimitează) în spaţiul R” 2 semispaţii: 


H+ = Ia e R”: QıTı QoXo G Ann > b}, 


H` = {x € R”: azı + azz +": Fanta < b}. 
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2.2.2  Mulţimi convexe. Conuri 


Mulțimea de forma {Ax + (1 — Ajy |0 < A< 1}, z, y € R”, se numeşte 
segment ce uneşte punctele x şi y. 

Mulțimea X este convexă dacă ea conține împreună cu oricare două 
puncte ale sale şi întreg segmentul ce le uneşte. 

Vom prezenta în continuare exemple de mulţimi convexe. 


1) 


X = {x € R”: Ax = b} (dim(X) = n — rang(4)). 
Demonstraţie. Fie x, x” € X, adică Ax’ = b, Ax” =b. Atunci: 
A(z + (1 — A)r”) = AA + (1 — A)Ar” = àb + (1 — à)b = b, 


pentru orice A € [0; 1]. Deci punctul z = Ax’ + (1 — A)” la fel aparţine 
mulțimii X, pentru orice A € [0; 1]. 


X = {x € R”: Ax < b} (dim(X) < n). 


Demonstrația este similară cu cea de mai sus. 


X = XINAXN---NXm, unde X;, i = 1,m, sunt mulţimi convexe 
(dim(X) = min{dim(X:)}). 


Demonstrația este evidentă. 


Hiperplanul azı + azzo +: Fanta =b (dim = n- 1). 

Un punct (intersecţie a n hiperplane; dim = n —n = 0). 

Mulțimea vidă prin definiţie (intersecţie a n+ 1 hiperplane; dim = —1). 
Semispaţiile definite de un hiperplan (dim = n). 


Mulțimea de soluții a unui sistem de ecuaţii şi inecuaţii liniare, numi- 
tă mulţime poliedrală sau tronson, este convexă, deoarece reprezintă 
intersecţia unui număr finit de semispaţii şi hiperplane. 


Conurile. Mulțimea K C R” e numită con dacă Ax € K pentru orice 
x e K, à > 0. Conul conţine împreună cu orice punct de-al său şi raza 
ce trece prin acest punct pornită din originea de coordonate. Mulțimea 
K C R” cu proprietatea 


az + by € K, Vzye K, a, >20, 
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e numită con convex. Conul convex este şi con, şi mulţime convexă. 


Orice subspaţiu liniar este un con convex, pe cînd subspaţiile afine sunt 
convexe, dar, în general, nu sunt conuri. Semispaţiile 


HY = {x € R": azı + a£ +- + antn > 0}, 


Hy = {x € R”: azı F aoto +4 nTn < 0} 


sunt conuri convexe, pe cînd Ht, H` (b # 0) nu sunt. Deci şi X = 
{x € R”: Ax < b} (b Æ 0) nu este con convex. Dacă K C R” este con 
convex şi 


KA(-K)=0, O= (0,...,0)" € R”, 


atunci K e numit con convex ascuțit. Conul convex K e numit poliedral 
dacă K = {x € R”: Ax < 0}, unde A este o careva matrice. Deci 
conul convex e poliedral dacă reprezintă intersecția unui număr finit de 
semispaţii liniare. Mulțimea de tipul 


K = {oja +--+ ama” |a > 0,..., am > 0} 


se numeşte con generat de vectorii a!,...,a™ € R”. El reprezintă conul 
minim (după incluziune) ce conţine a!,...,a™. Un atare con e numit 
con finit generat. E cunoscută teorema Farcas-Mincowski-Weyl, care 
afirmă că un con convex e poliedral dacă şi numai dacă este finit gen- 
erat. Dacă K’, K” sunt conuri poliedrale, atunci şi K'+ K” şi K'A K” 
sunt conuri poliedrale. 


Mulțimea de soluții a sistemului: 


Tı T T3 < 3, 
312 + T3 <3, 
T3 < 2, 


Tı > 0, £2 > 0, £3 > 0, 


este convexă şi grafic (vezi fig. 2) reprezintă un trunchi de piramidă. 
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Figura 2 


2.2.3  Mulţimi poliedrale, vîrfuri şi soluţii 
admisibile de bază 


Mulțimea poliedrală e numită poliedru convex dacă ea este mărginită, 
adică se conţine într-o sferă de o rază finită R cu centrul în originea de co- 
ordonate. Se numeşte punct de virf, sau virf al mulţimii, punctul x care nu 
aparţine nici unui segment ce uneşte două puncte diferite ale mulţimii X. 
Punctele de vîrf ale unei mulţimi poliedrale mai sunt numite şi puncte de 
colţ. Exemple de virfuri pentru diferite mulţimi vezi în fig. 3. 


Figura 3 


Cea mai mică mulţime convexă care conţine mulţimea dată se numeşte 
învelitoare convexă. Existenţa învelitoarei convexe o garantează teorema de- 
spre convexitatea intersecţiei unei mulţimi de mulţimi convexe (vezi exemplul 
3). Astfel, e valabilă şi o altă definiţie a învelitoarei convexe, definiţie echiva- 
lentă cu cea de mai sus. Intersecţia tuturor mulțimilor convexe ce conţin 
mulţimea. dată e numită învelitoare convexă a acestei mulţimi. 

Combinația liniară Ar! + Aoz? + :-: + Azi a unui sistem de vectori 
(puncte) zl, x?,..., xë € R” e numită 


1) convexă, dacă A; > 0, j=1,k, Author tAk l; 


2) nenegativă, dacă A; > 0, j = 1, k; 


3) afină, dacă A + à2 +- + Ak = l. 


Teorema 1. I. Orice poliedru convex coincide cu învelitoarea convexă a 
virfurilor sale. 
II. Orice poliedru convex coincide cu combinaţia convexă a 
virfurilor sale. 
III. Învelitoarea convexă a unui număr finit de puncte 
reprezintă un poliedru convex. 
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Vom cerceta problema standard de programare liniară: 


cr — min, (1) 
| Ar = b, (2) 
z > 0. (3) 


Vom nota cu X mulțimea de soluții admisibile a sistemului (2)-(3). Evi- 
dent, dim(X) < n—rang(A). Potrivit exemplului 8 mulţimea X este convexă. 

Vom presupune în continuare că X Æ Ø şi rang(A) = m, adică m < 
n. Problema (1)-(3) poate fi interpretată astfel: dintre toate reprezentările 
vectorului b ca o combinaţie liniară cu coeficienţi nenegativi zi, £2, ..., En 
a vectorilor-coloane A1, A2, ..., An ai matricei A de ales acea reprezentare 
pentru care valoarea funcţiei obiectiv (1) este maximă. 

Punctul z = (£1, £2, ..., £n)” ce satisface sistemul (2) se numeşte soluţie 
de bază a sistemului (2) (a problemei (1)-(3)) dacă sistemul de vectori- 
coloane ai matricei A, ce corespund componentelor nenule ale lui z, este 
liniar independent. Bază, corespunzătoare soluţiei de bază xz, vom numi 
orice sistem din m vectori-coloane ai matricei A care este liniar independent 
şi include toate coloanele matricei A ce corespund componentelor nenule ale 
lui x. 


Dacă Aj, Aj: Aj (Ji < jk, pentru i < k) sunt m coloane liniar 
independente ale matricei A, B este matricea formată din aceste m coloane 
Şi J = {j1, Ja: Jm} este mulţimea indicilor, atunci punctul x cu compo- 
nentele: 

0, dacă j € J, p 
ul A | (B-10);, dacă j € J, iza 
este soluţie de bază ce corespunde bazei B; Bo! — inversa matricei B; 


xj (j € J) sunt variabile de bază; x; (j g J) — variabile libere (secundare, 
nebazice). Soluţia de bază se numeşte soluţie admisibilă de bază (soluţie de 
reper, soluţie realizabilă) dacă ea satisface condiţiile de nenegativitate (3). 
Notînd: cu xp vectorul format din componentele variabilelor de bază; 
cu zg vectorul variabilelor secundare; cu © matricea formată din coloanele 
matricei A, corespunzătoare variabilelor secundare, (2) se scrie [B; $] E = 
S 
b sau Brg + Szg = b. Înmulțirea la stînga cu B-!, potrivit explicitării în 
raport cu zg, reduce această expresie la: 


Ip = Btb = B`!Szs, 
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din care se obţine soluţia de bază £g = Btb, £s = 0. 


Teorema 2. Punctul ĉ € X este virf al mulţimii X dacă şi numai dacă 
ĉ este soluţie admisibilă de bază. 


Demonstraţie. Fie î = (ĉ1, ĉ2, ..., în)! un punct de vîrf al mulţimii X. 
Pornind de la contrariu, vom presupune că ĉ nu este soluţie admisibilă de 
bază, adică vectorii A;,, Aj, ..., Aj, ce corespund componentelor nenule ale 
lui ĉ, sunt liniar dependenţi. Deci există numerele 61, 62, ..., Ôr, nu toate 
nule, pentru care 


În Ag bad ai 3 ip y 20) (4) 


Deoarece ĉj, > 0 (k = 1,r), conchidem că există 8 > 0, suficient de mic, 
astfel că: £j, + B6r > 0 şi ĉj, — Bók > 0 (k = 1,r). De aici şi din (4) rezultă 
că 

pi! = Bd, x" = ĉ-— bd 


sunt soluții admisibile, unde d are componentele 


a= Ôj, E bi satu 
J 0, 57 Z{ji -o Jr} 


Deci ĉ poate fi reprezentat ca o combinaţie liniară a punctelor z’, z”, adică 


A 1 A : : Y A A 
I = 3” + =x", ceea ce contrazice ipoteza că ĉ e punct de vîrf. 


Reciproc, fie ĉ o soluţie admisibilă de bază. Reiese că vectorii Aj, Aja,- --, A 
corespunzători componentelor nenule ale lui &, sunt liniar independenţi, iar 
reprezentarea b = ĉj Aj, +: + ĉj A; este unică. 

Dacă pornim de la contrariu şi presupunem că ĉ nu e punct de vîrf, 
adică există două soluţii admisibile z > 0, z” > 0 ale sistemului (2)-(3) 
şi există œ > 0, 8 > 0, a+ 8 = 1, încît î = ar’ + Bz”, atunci x’, r” 
nu pot avea alte componente nenule decît cele pe care le are ĉ. Şi, deoarece 
b = x Aj Hr Ajn b > Lj Ajat tr] Aj, iar vectorul ĉ se descompune 


în baza A,,,..., Aj, în mod unic rezultă că x’ = g” = ĉ. 


Teorema 3. Dacă problema (1)-(3) are soluţii admisibile (X + Ø), 
atunci ea are cel puțin o soluție admisibilă de bază (cel puțin un punct de 
vîrf). 


Jr? 


Demonstrație. Fără a pierde din generalitate, vom presupune că 
rang(A) = m. Fie z o soluţie admisibilă. Vom construi în baza ei o soluţie 
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admisibilă de bază presupunînd că x are n — r componente nule şi r com- 
ponente pozitive. Fără a reduce din generalitate, fie xz; = 0, j = r+ 1,n, 
ŞI 


LA + t22 +- + £rAÅr = b, (5) 
unde z; > 0, j =1,r; A;(j = 1,r) — coloane ale matricei A. 
Dacă A;, j = 1,r, sunt liniar independente, atunci r < m şi x este 
soluţie admisibilă de bază cu m — r componente de bază nule. 


T 
Dacă A;, j = 1,r, sunt liniar dependente, atunci X aA; = 0 pentru 
j=1 
careva aj, j = 1,r, ce nu sunt concomitent nule. Fie a > 0. Atunci: 


r 


a; A; 
Ak =— J a (6) 
ih 
Î=1 


şi, substituind (6) în (5), obţinem: 


z Tj 
Selectînd k astfel ca * = mind 2), obţinem că z’ cu componentele: 


Qk aj>0 Qj 

Tk 
an= al j=1,r, j # k; 
T;, = ) j=k,r+l1,n, 


constituie o soluție admisibilă de bază cu cel mult r — 1 componente pozitive. 
Aşadar, numărul componentelor pozitive s-a micgorat. Repetînd acelaşi pro- 
cedeu, vom ajunge la situația cînd numărul componentelor pozitive nu va 
depăşi m, indiciu al faptului că soluţia admisibilă de bază a fost construită. 


Teorema 4. Dacă problema (1)-(3) are valoare optimă finită, ea se 
atinge şi într-un punct de vîrf al mulţimii X. 


Demonstraţie. Deoarece (1)-(2) are soluţie optimă, rezultă că există un 
aşa punct z* pentru care se atinge valoarea optimă a* = c/z*. Poliedrul 
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definit de sistemul 


cr = o*, 
Ax = b, 
c> 0 


reprezintă mulţimea X* de soluţii optime. Conform teoremei 3, X* conține 
cel puţin un punct de vîrf. 


Teorema 5. Orice punct de maxim local al problemei (1)—(3) este şi 
punct de maxim global. 


Demonstraţie. De la absurd, fie x° € X un punct de maxim local iar 
z* € X un punct admisibil în care c/az* > cTx°. De aici şi din relaţia 
cT(Az* + (1— A)r?) = AcTr* + (1 — A)ctz*, adevărată pentru orice A € [0; 1], 
reiese că 


cT (Ar* + (1 — A)r?) > ela. 


Valoarea A poate fi oricît de mică şi atunci z = Az* + (1 — A)x° € X poate fi 
apropiat oricît de mult de x°, ceea ce contravine ipotezei cà x° este punct de 
maxim local, existînd puncte r=Ax*+(1—A)x° în vecinătatea oricît de mică 
a lui x* în care valoarea funcţiei obiectiv este mai mare decît în x°. 


Teoremele 2-5 ne dau posibilitatea să conturăm o metodă, deocamdată 
ipotetică, de soluționare a problemelor de programare liniară (1)-(3) în cazul 
în care se ştie că problema are soluţie finită. Se construieşte mulțimea 
soluţiilor admisibile de bază (care conţine nu mai mult decât C% elemente în 
problema standard) şi pentru fiecare soluţie admisibilă de bază se calculează 
valoarea. funcţiei obiectiv. În calitate de soluţie optimă, se alege elementul 
pentru care valoarea funcţiei obiectiv este minimă. Practic, procedeul se re- 
alizează în baza metodei Jordan-Gauss de soluţionare a sistemelor de ecuaţii 
liniare. 


2.3 Metoda Jordan-Gauss. 
Interpretări geometrice. Aplicaţii 


Metoda Jordan-Gauss este o metodă universală de rezolvare a sistemelor 
de ecuaţii liniare. Ea aduce printr-un număr finit de paşi succesivi sistemul 
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de rezolvat 


Oti ko :A G1jXj Eet Oist T= F Gina = bı, 
aiti e ss SP ijj Hee ists 3 + Ainin = b1, 
(1) 
Opta Fet 4-jIj di Apsts +: + Qrn tn = br, 
amit +: F amjtj iai AmsTs T: + Amnn = bm 


la o formă în care fiecare ecuaţie conține o variabilă explicitată (de bază). 

Acest lucru se face selectînd o ecuaţie r şi în ea o variabilă z, cu coeficient 

nenul aps Z 0. Ecuația r se împarte la aps. Cu ajutorul ecuaţiei obţinute: 
Ari Qrs—1 Qrs+1 Arn b, 


Tit ae Teit Es 4 taat eea In = ; 
Ars Ars Ars Ars Ars 


se elimină variabila x, din toate ecuațiile, cu excepţia ecuației r. Se obţine 
un sistem echivalent cu cel inițial: 


/ araa p s ni ! Hagare ZE, = b 
pc au d adi AlsTs 1 l AinTn = 01, 
1 1 1 t 1 
Q; T1 | Suk | Qijtj e see AisTs } } Ain tn = bi; 
(2) 
1 1 1 1 1 
apti Hee app e H Aps Es HiH tpar = bps 


1 1 1 Lă 7 
Cab Hie H amili rii te papat act e iba ta = bms 


în care coeficienţii variabilelor şi termenii liberi sunt calculaţi conform for- 
mulelor: 


arj a Jam l,n, 

Ars 
b = ir 
p a ) 

rs 
7 Qisûrj nE i Ă EA (3) 
Qij 5 aij — Š , t= m E N S n, 

rs 
1 Qisbr . . 
b; = b; — n tes Îi, TAT 
(rs 


În continuare în (2) se aleg iarăşi o ecuaţie şi o variabilă (cu coeficient nenul), 
diferite de cele alese la primul pas, şi se efectuează o eliminare după ace- 
leaşi formule (3). Procedeul descris se repetă pînă cînd are loc una dintre 
următoarele 3 situaţii: 
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I. În procesul de calcul la un anumit pas se obţine o ecuaţie contradictorie 
de forma: 
0- z1 + +0: En = b Z O. 


Ea indică că (1) este incompatibil şi procesul de calcul trebuie oprit. 
II. La un pas anumit o ecuaţie se transformă într-o identitate de forma: 
O-z +: +0- n=O. 


Ea denotă că ecuaţia dată este combinaţie liniară a celorlalte ecuaţii ale 
sistemului (1) şi poate fi suprimată, iar procesul de calcul (eliminării) 
— continuat. 


III. Toate ecuaţiile sistemului au fost folosite pentru a elimina variabile 
(toate ecuaţiile conţin cîte o variabilă de bază) şi nu sunt ecuaţii con- 
tradictorii. In aşa caz, (1) a fost redus la un sistem de forma: 


1 1 ow 
Ti T Aliyi Lira Alin Zin = bi, 
1 1 aiig 

Tiz alri Aip, Tir 1 Ai Vin z b3, (4) 
1 1 OW 
Tin 0 Arini Piri ay T Arin Vin T bp 


Din (4) se obţine soluția generală 


— pr 1 1 

Ti = bi — lippi irti T T llin Vins 
=H 1 1 

Ti, = bp — Apiga Lira 2 T Apin Vins 


căreia îi corespunde soluția de bază x’ cu componentele de bază z;, = 
b;, j = 1,r, restul componentelor fiind nule. 


În afară de soluţia de bază a, (1) mai poate avea pînă la C? soluţii de 
bază, care pot fi determinate aplicînd în (4) acelaşi procedeu de eliminare 
completă, schimbînd succesiv combinaţiile de variabile de bază. Deci metoda 
Jordan-Gauss permite nu numai să se afle soluţia. generală, ci să se calculeze 
şi toate soluţiile de bază ale sistemului (1). 


Remarca 1. Să reamintim că variabilele z;,, ..., x£; sunt numite de bază, 
întrucît vectorii respectivi A;,,..., A, (coloanele matricei A a sistemului (1)) 
formează bază în spaţiul R", adică sunt liniar independenţi. Termenii liberi 
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1,...,b, sunt coeficienţii descompunerii vectorului b în baza A,,,..., Ai. O 
eliminare completă în (4) duce la formarea altei baze prin înlocuirea unuia 
dintre vectorii A;,..., A; cu un alt vector, obţinindu-se şi descompunerea 
lui b în noua bază. 


Procesul de calcul în metoda Jordan-Gauss se ordonează cu ajutorul unor 
tabele speciale, numite tabele Gauss. În ele elementul ars, numit pivot, se 
marchează printr-un dreptunghi, triunghi sau cerc. Linia r e numită linie 
pivot, coloana s — coloană pivot, iar o transformare a tabelului conform 
formulelor (3) — pivotaj. 


In procesul de calcul se aplică aşa-numita regulă (mnemotehnică) a 
dreptunghiului care constă în următoarele. La transformarea elementului 
aij (i # r), elementul a;; se proiectează imaginar pe linia pivot şi coloana 
pivot, obţinîndu-se un dreptunghi cu vîrfurile în aij, Qis, Arj, ars: 


Elementul a;; se calculează scăzînd din elementul a;;, situat în unul din- 
tre virfurile dreptunghiului, produsul a,;a;; al elementelor situate în două 
virfuri vecine, împărţit la pivotul aps, situat în cel de-al patrulea virf — 
opus. Aceeaşi regulă se foloseşte şi la calcularea elementelor b/. 


Tabelele au următorul aspect: 
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Variabile 
de bază, Ti T Eaa ELG neg An b 
@11 Qij Qis Qin bı 
Qil Qij ie. Qin bi 
ari Arj | i | Arn br 
Om Gmj îi amn bm 
a11 ajj 0 ain |b 
da ai, o a, |U 
Is d, ÎN al., iasa 1 At i v. 
île de ai e 200 ae l 


In fine, putem expune deja un algoritm derivat din metoda Jordan-Gauss, 
algoritm ce determină soluția optimă a problemelor de programare liniară în 
care a priori e cunoscut că valoarea optimă e finită (dacă ea există). 


0° Dacă valoarea optimă a problemei date de programare liniară e finită, 
atunci se trece la pasul 1°. 


În caz contrar, stop. 
1° Problema de programare liniară se aduce la forma standard. 


2° k= 1. Se determină prin metoda Jordan-Gauss o soluţie de bază x! a 
sistemului de ecuații liniare; tabelul corespunzător se notează Tı şi se 
salvează; se trece la pasul 3°. 


Dacă sistemul nu are soluţii de bază, atunci problema de programare 
liniară nu are soluții admisibile; stop. 


3° Din tabelele 1],..., Tk se selectează un tabel şi un pivot în el pentru 
care pivotajul dă o soluţie de bază xt! ce are o combinaţie a vari- 


abilelor de bază diferită de cele ale soluţiilor de bază z1,...,z%; se 


efectuează pivotajul; se determină z**!; tabelul Ti se salvează; se 


trece la pasul 4°. 


Dacă tabelul cu caracteristicile cerute nu există, atunci toate soluţiile 
de bază sunt determinate şi se trece la pasul 5°. 
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4° k= k + 1; se trece la pasul 3°. 


5° Dacă printre z!,...,z* nu există soluţii admisibile, atunci şi problema 


iniţială nu are soluţii admisibile; stop. 

In caz contrar, se calculează valoarea funcţiei obiectiv pentru fiecare 
soluţie admisibilă z1,...,z* şi se alege ca punct de maxim soluţia ad- 
misibilă de bază cu cea mai mare valoare a funcţiei obiectiv. 


Remarca 2. Metoda .Jordan-Gauss serveşte ca bază nu numai pentru 
acest algoritm, dar şi pentru toate variantele cunoscute ale metodei simplex. 


Exemplu. Să se afle soluţia optimă a problemei: 
z = 21 — £2 + £3 + z4 — max, 
Li + £2 + T3 + T4 = 2, 
er iS Tr S + Ia — T4 = 1; 


DI + T2 — T3 + 14 =1, 
xı > 0,..., £4 > 0. 


(6) 


Rezolvare. 0° Vom observa că domeniul de soluţii admisibile este o mulţime mărginită, 
deoarece simplexul, format de hiperplanul corespunzător primei ecuații şi de condiţiile de 
nenegativitate, mai este tăiat încă de două hiperplane corespunzătoare ecuaţiilor 2 şi 3. 
Întrucât, în baza teoremei Weierstrass, o funcţie continuă pe un compact îşi atinge valorile 
extreme, iar problema este deja în forma standard, se poate trece direct la pasul 2°. 

2° Determinăm soluţia de bază iniţială. 


£p Tı T2 T3 T4 b 
1 1 1 1 2 
—1 |l 1 —1 1 
—1 1 —1 1 1 
2 0 0 |2 1 
£2 —1 1 1 —1 1 
0 0 —2 2| 0 
Za 10 0o 12 
£2 o 1 1 0|3/2 
—2 0 |—2 0| —1 
za | ŢI 0 0 11⁄2 
x! = (0; 1; 1/2; 1/2) 
Tı Io -1 1 0 0 1 
21i = 0. 
za O 0 1 0l1/⁄2 
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Avem soluția generală: 


T3 = 37 Th 


1 1 
29 

3° — 4° Vom menţiona că sistemul de ecuaţii poate avea cel mult C3 = 4 soluţii de 
bază, care pot fi determinate din tabelul Tı selectînd de trei ori pivotul în coloana 1, dar 
în linii diferite. 


căreia îi corespunde soluţia de bază x! = (o; 1; ) cu valoarea funcției obiectiv z1 = 0. 


£a | Ti £2 Za Xa b 
1 

zı 1 0 0 1 | 1/2 zi = ($3,00); 

Tal z2) 0 1 0 -113/2 


1 
T3 0 0 1 =] 0 Z2 = — >; 
2 
To | £i T2 T3 Xa b 
4 33 
T4 0 1 0 1 3/2 T = (-B0;3:5); 
T3 Tı 1 —1 0 0 —1 
z3 0 1 1 0|3/2|2=1; 
Za 0 0 —1l 1 0 
Ta z2] 0 1 1 0 |3/2]zt= z. 
m] 1 0 1 01⁄2 


2 


5° Sistemul de ecuaţii (6) are 3 soluţii de bază diferite x1, x?, x3, dintre care numai 


x! şi £? sunt admisibile. Deoarece z1 = 0 > 22 = a punct de maxim în problema dată 
este z* = qt. 


1 IN? 
y - pt = D252 2 = 0. 
Răspuns: x (o 3; 5) iz 0 


2.4 Metoda grafică 


Metoda grafică (geometrică) este o metodă mai mult ilustrativă. Ea 
soluţionează probleme de programare liniară cu 1-2 variabile şi, în unele 
cazuri, cu 3 variabile. Poate fi utilizată şi la rezolvarea problemelor standard 
cu mai multe variabile, dacă dimensiunea mulţimii X de soluţii admisibile 
nu depăşeşte 2 şi doar în unele cazuri — 3. 

Vom expune metoda pentru problema canonică cu 2 variabile: 


C1£1 + C2£2 —> Max, 
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aiti + ara < bi, î=l,m, (1) 
zı > 0, £2 > 0. 
Fiecărei inecuații az + di2£2 < b;, i € {1,..., mMm}, din (1) îi corespunde 


un semiplan a cărui frontieră este o dreaptă determinată de ecuaţia azi + 
Qi2£z2 = bi. Mulțimea X de soluţii admisibile reprezintă intersecția cadra- 
nului I şi a m semiplane definite de inecuaţiile respective. Liniile de nivel 
ale funcției obiectiv reprezintă drepte c/z = a (a € R) paralele care au 
acelaşi vector normal (c1, c2)”, orientat în direcţia creşterii maxime a funcţiei 
obiectiv. 

Soluţionarea, problemei se reduce la alegerea unui număr maxim a* pentru 
care dreapta de nivel cz = a* mai are puncte de intersecţie cu mulţimea 
X. Dacă există un aşa număr maxim a“, atunci el şi este valoarea optimă 
a funcţiei obiectiv. Orice punct de pe dreapta cz = a* care aparţine şi 
mulţimii X este soluţie optimă a problemei (evident, problema poate avea 
una sau o infinitate de soluţii optime). Dacă însă pentru valori oricît de 
mari ale lui a intersecţia dreptei c/z = a cu X nu este vidă, atunci valoarea 
funcţiei obiectiv creşte oricît de mult; respectiv, problema nu are valoare 
finită. 

În baza celor expuse mai sus poate fi alcătuită următoarea metodă de 
rezolvare a problemei (1): 


1° Se construieşte mulţimea (poligonul) X de soluţii admisibile. 


Fiecărei restricţii îi corespunde un semiplan. Frontiera semiplanu- 
lui Qazi + aizo < b; i € {1,...,m}, reprezintă o dreaptă. Ea 
se construieşte aflind mai întîi 2 puncte distincte ce satisfac ecuaţia 
Gita + Gita = bi. Pentru a le afla, e suficient să fixăm za (de regulă 
egal cu zero) şi să calculăm din ecuaţie £2. Am determinat punctul 
Mı. Apoi fixăm za şi din ecuaţie calculăm zi. Am determinat punctul 
Mə. Trasăm dreapta ce trece prin punctele Mı şi Mə. Pentru a afla de 
care parte a dreptei se află semiplanul inecuaţiei axa + aro < b;, se 
alege un punct de o parte sau de alta a dreptei, să zicem M (œ, 8) (de 
regulă, a = p = 0), şi coordonatele lui se înlocuiesc în ecuaţie. Dacă 
GuQ + ai < bi, atunci semiplanul se află de aceeaşi parte cu punctul 
M. În caz contrar, semiplanul se află de partea opusă. 


Mulțimea X de soluţii admisibile reprezintă intersecţia tuturor semi- 
planelor şi a cadranului I. 


Dacă intersecţia. este vidă, atunci problema nu are soluţii admisibile. 
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2° Se determină soluţia optimă. 


Construim pentru funcţia obiectiv dreapta de nivel zero. Ea corespunde 
ecuaţiei cyr, + C2£2 = 0. Construim de asemenea vectorul normal 
al dreptelor de nivel ale funcţiei obiectiv: fi = grad(cuzi + C22) = 
(c1,c)7. Mişcînd imaginar dreapta de nivel paralel cu ea însăşi în 
direcţia lui 7i (în direcţia creşterii funcţiei obiectiv), determinăm poziţia 
limită în care ea mai are încă intersecţie cu X. În funcţie de rezultatul 
acestei “mişcări” se stabileşte ori că problema are soluţie optimă finită, 
ori că valoarea funcţiei obiectiv poate creşte la infinit. 


Dacă problema are soluţie finită, atunci poziţia limită, în care se opreşte 
“mişcarea” dreptei de nivel stabileşte punctul optim M*(z+, x3) ca 
punct de vîrf şi de intersecţie a două drepte de frontieră. Coordonatele 
lui sunt soluţie a sistemului corespunzător de 2 ecuaţii cu 2 necunos- 
cute. 


Valoarea maximă a funcţiei obiectiv este egală cu cr + co. 


Exemplul 1. Să se rezolve prin metoda grafică: 


274 + 3x2 — max, 


—zı + 2x2 < 2 
II — To < 2 
zı > 0, z2 >0. 


bi 


? 


Rezolvare. Vom construi poligonul soluţiilor admisibile. Pentru aceasta, pe plan, în 
sistemul de coordonate 2402, vom desena dreptele de frontieră, determinînd în prealabil 
pentru fiecare dreaptă două puncte distincte ce-i aparţin: 


1) — zı + 2x2 = 2; zı =Q; z2 = l; 


zı = —2; z2= Q; 
2) z1— T2 = 2; zı = 0; Tz = —2; 
gi = 2; z2 =Q. 


Luînd un careva punct ce nu aparține acestor drepte, de pildă originea de coordo- 
nate, vom afla ce semiplan corespunde fiecărei inegalităţi (semiplanele le vom marca prin 
săgeți). Poligonul soluțiilor admisibile reprezintă intersectia acestor semiplane cu primul 
cadran (vezi fig. 4). Construim atît vectorul normal îi = (2; 3)T al dreptelor de niv- 
el ale funcției obiectiv, cît şi dreapta de nivel zero 2xı + 3x2 = 0 a funcţiei obiectiv. 
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Figura 4 


Determinăm valoarea maximă Zmax pentru care dreapta de nivel respectivă 2x + 
312 = Zmax Mai are puncte de intersecţie cu poligonul soluţiilor admisibile. Pentru aceasta 
deplasăm imaginar dreapta de nivel 2x1 + 3x2 = 0 paralel cu ea însăşi în direcţia vectorului 
fi pînă în poziţia limită, pentru care mai există puncte de intersecţie a dreptei de nivel cu 
poligonul soluţiilor admisibile. Evident, punctul M aflat la intersecţia dreptelor 1 şi 2 este 
punct de maxim. Aflăm coordonatele lui rezolvînd sistemul: 


T + 2 = 2, 


Ti = To = 2. 


Aşadar, punctul de maxim are coordonatele: xı = 6; z2 = 4 cu valoarea funcției obiectiv 
Zmax = 2:6 + 3-4 = 24. 

Răspuns: M (6; 4) este punct de maxim cu valoarea funcţiei obiectiv Zmax = 24. 

Raţionamentele geometrice pot fi utile şi la rezolvarea unor probleme cu 
mai mult decît 2 variabile. 

Fie dată problema standard de programare liniară: 


cr — max, (2) 
Ax =b, 
To (3) 
în care rang(A) = m şi numărul de variabile este cu 2 unităţi mai mare decît 


m: adică n — m = 2. Atunci X are dimensiunea mai mică sau egală cu doi, 
ceea ce înseamnă că X poate fi reprezentat geometric în planul 2102. Pentru 
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a realiza această reprezentare geometrică, vom utiliza metoda Jordan-Gauss 


şi vom explicita m variabile, să zicem £3, ..., Zn: 
Qui + Qt? + T3 = fı, 
Qati + Qt? + T4 = fə, 
(4) 
AmıTı + Om + Tn = Pm, 


Ti > 0,...,Tn >0. 


Observăm că variabilele x1, £2 din (4) sunt libere, ceea ce înseamnă că 
restul variabilelor pot fi exprimate prin ele şi sistemul (4) poate fi scris în 
felul următor: 


Ti+2 = bi — Quti — Qiz£2 > 0, i= 1,m = 2, (5) 
zı > 0, £2 > 0. 


Înlocuind expresiile pentru variabilele £3, £4,...,£n în funcţia obiectiv, 
(2)-(3) se reduce la următoarea problemă: 


ML Foto —>> MAX, (6) 
pı — Quti ~ Oda > 0, 
b2 — Qatı “= QT > 0, 


A (7) 
Bm — Qmifı — Qm2T2 È Q, 
zı > 0, £2 > 0, 


unde coeficienţii i, ya sunt calculaţi din (2) utilizînd (5). 

Astfel, problema iniţială am transformat-o în problemă de programare 
liniară bidimensională, care poate fi rezolvată prin metoda grafică. Dacă 
soluţia problemei (6)-(7) este (xł, x3), atunci soluţia problemei (2)-(3) se 

Exemplul 2. Să se rezolve problema: 


z = 6x1 + 2lro + 2£z3 + 3£4 — £5 — max, 


Dr, + 2£2 + T3 = 10, 
—2zx1 + 5x2 + T4 = 10, 
LI T do — L5 = 1, 


MERS A SE zi > 0,...,z5 > 0. 
determină uşor în baza relaţiilor (5). 
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Rezolvare. Sistemul de restricţii al acestei probleme poate fi scris sub forma: 


t3 = 10 — 5x1 = 2x> > 0, 
t4 = 10 + 271 = 5axo > 0, 
z5 = —1 + zı + z2 > 0, 


zı > 0, £2 > 0. 


Inlocuind expresiile pentru z3, £4, £5 în funcţia obiectiv, obținem: 


6x1 + 21x2 4 2(10 5x1 2x2) | 3(10 H 271 5x2) H1 — zı — z2 = £1 + £2 + 51, 


problema inițială transformînd-o în: 


zı + ra +51 — max, (10) 
5x1 T 2xo < 10, 
—2z1 T 5x2 < 10, 
tı + Dl, (1) 


XI > 0, ro > 0. 


Coordonatele punctului de maxim M (sï, x3) se determină prin metoda grafică (vezi 
pentru conformitate fig. 5), care reduce problema la soluţionarea sistemului: 


5 + 22 = 10, 
—2zı T 5zo = 10, 


, ze S 0 
din care aflăm că zi = —; 
1 29° 


30 70 
Deci soluţia optimă a problemei (10)-(11) este zi = ==; x3 = = cu valoarea funcţiei 


29 
. _. 1579 ; ada 30 70 71 
obiectiv g Soluţia optimă a problemei (8)-(9) este (33; zi: 0; 0; 29 


ta adica ea LOLI 
valoare a funcţiei obiectiv g | 


T 
) cu aceeaşi 


Figura 5 
U 00 0 d 
27 7 gag 


Răspuns: Zmaz = 
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Capitolul 3 


Metoda simplex 


Noţiunile şi rezultatele capitolelor precedente ne permit să expunem 


metoda simplex — o metodă remarcabilă (propusă de G.B. Dantzig), care 
în decurs de mai mulţi ani a fost (şi rămîne deocamdată) metoda de bază 
de rezolvare a problemelor de programare liniară. Ea se aplică la problema 
în forma standard, ceea ce, potrivit teoremei despre echivalenta formelor, nu 
afectează universalitatea metodei. 

Care sunt premisele metodei? 

Vom reaminti că: 


1. 


domeniul X de soluții admisibile al problemei de programare liniară 
este o mulţime poliedrală cu un număr finit de vîrfuri; 


dacă problema de programare liniară are valoare finită, atunci ea se 
atinge şi într-un vîrf al mulţimii de soluții admisibile; 


fiecărui vîrf al mulţimii poliedrale X îi corespunde o soluţie admisibilă 
de bază a sistemului de restricții al problemei inițiale; 


cunoaştem metoda Jordan-Gauss şi transformările simplex ce permit 
să se efectueze trecerea de la o soluţie admisibilă de bază (de la un 
vîrf) la altă soluţie admisibilă de bază (la alt vîrf). Rămîne numai să 
învăţăm a face trecerea în aşa mod, ca de la o soluţie la alta să crească 
valoarea, funcţiei obiectiv. 


Ideea de bază a metodei simplex constă în trierea orientată a virfurilor 
mulţimii poliedrale de soluţii admisibile cu scopul de a determina vîrful în 
care valoarea funcţiei obiectiv este maximă. 
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3.1 Trecerea de la o soluţie admisibilă de 
bază la alta. 
Selectarea liniei pivot 


Vom cerceta. problema standard: 


z = z(£) = cutu + cota + -+ + Canta — Max, (1) 
tirti t iata Fo" + Gina = bi, 1= 1, m, (2) 
E Tim 


Să presupunem că printr-o careva metodă am reuşit să determinăm o 
soluție admisibilă de bază a sistemului (2) (la chestiunea determinării ei ne 
vom opri în mod special în paragraful 3.4). În atare supoziţie sistemul de 
ecuaţii (2) poate fi explicitat în raport cu m variabile şi, fără a pierde din 
generalitate, vom presupune că anume în raport cu primele m variabile. Deci 
sistemul poate fi adus la forma: 


Tı T Qim+1m+1 SET Gintan = Pr, 
T2 T Q2m+1m+1 Re Amn = pə, (3) 
Lm T ÜAmm+1Tm+1 Tes Amnn = Dm 


care are în calitate de soluție admisibilă de bază vectorul 


(Ba, Bo, era Oni 0, ..., 0). 


Trecerea de la această soluţie admisibilă de bază la altă soluție admisi- 
bilă de bază e condiţionată de transformarea uneia dintre variabilele libere 


Tm: Zn în variabilă de bază. Pentru a realiza cu succes această trecere, 
e suficient să existe un coeficient a; # 0, j E (m+1, ..., n}, i E€ {1,..., M}. 
Presupunem că ars #0, r E€ {m+1,..., n}, s E {1,..., m}. Elementul as 


îl vom numi pivot. O eliminare completă a variabilei £x, e echivalentă cu 
trecerea la un nou sistem, cu coeficienţi şi termeni liberi calculaţi după for- 
mulele: 


[9 5 
1 TI i an 
Qrj E Org? j= n; 
e flac, 
F Qrs’ 4 
pi pac (4) 
1 rj is — EN 
Qij = Qij — O > srm T = in, TAE 
I r’ Qis žy ; 
= Bă i=1,m, ET 


3.2. CRITERIUL DE SELECTARE A COLOANEI PIVOT. CRITERIUL DE OPTIMALITATE ŞI 


Pentru ca soluţia de bază obţinută să fie admisibilă, din (4) reiese că trebuie 
să se verifice inegalităţile: 
br >o, 


B; — Bre >0, i=Tmizr, 


rs 


echivalente cu: 


Qis QAps? 
sau cu: 
Qrs > 0, 
SRI E 5 
Pr = min 4 = $, (5) 
rS il ais>0 | Qis 


Aşadar, pivotul trebuie să fie pozitiv şi raportul termenilor liberi la elementele 
Qis > 0 din coloana s să fie cel mai mic anume pentru linia r, numită linie 
pivot. 

Transformările efectuate conform formulelor (4) în condiţiile (5) se 
numesc transformări simplex. Ele permit să se efectueze trecerea de la o 
soluție admisibilă de bază (de la un vîrf al mulţimii poliedrale de soluții 
admisibile) la alta (la alt vîrf) după o regulă bine cunoscută — regula drep- 
tunghiului din metoda Jordan-Gauss. 


Teoremă. O transformare (simplex) a sistemului (3), după formulele (4) 
cu pivotul ales în conformitate cu (5), este echivalentă cu trecerea de la o 
soluție admisibilă de bază la o altă soluţie admisibilă de bază. Dacă prima 
este degenerată, atunci se “glisează” pe aceeaşi soluţie admisibilă de bază, 
schimbîndu-se doar unul dintre vectorii componenti ai bazei. 


3.2 Criteriul de selectare a coloanei pivot. 
Criteriul de optimalitate şi cel de nemărginire 


Considerăm că a fost găsită o soluţie admisibilă de bază x° = 
(B1, Ba, ---, Bm, 0,...,0)7 a problemei standard şi presupunem, fără a 
pierde din generalitate, că ea are nenule primele m componente. În asemenea 
caz, sistemului iniţial de ecuaţii îi corespunde un sistem echivalent în care 
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sunt explicitate primele m variabile (xg + B 157, = B 10, vezi 2.2.3): 


Tı T Qim+1Tm+1 aa Qindn = pi, 
T2 T Q2m+1%m+1 PEN Qnn = Bo, 
Im T OAmm+1Ym+1 pir Amnn = Brie 


Soluția generală a sistemului este: 


Ti = Bi ci ` Qijtj, i= 1, m, (1) 


j=m+1 


din care orice soluţie particulară (inclusiv şi soluţiile admisibile de bază) se 
obţine atribuind valori potrivite variabilelor libere £m+1, ---, £n- 

Fie £ = (£1, £2, ..., Ta)? o careva soluţie particulară. Pentru ea avem 
următoarea valoare a funcţiei obiectiv: 


z(£) = z1 +-+ + Cata = 


= (a iti bD asyay) temem En E 5 age + 


FCm+18m+1 F "+ Canta = 


m n m 
a J cipi — J ( CiQij — gji = 
i=1 i=1 


j=m+1 
n n 
= z(20) — 5 (z 0 = 20 > y (zj — cj)£j, 
j=m+1 j=m+1 


m 
S d El i = a 
unde zj — c; = J CiQij — cj = (cpB A); — c este estimaţie relativă sau 
i=1 


m 
factor relativ de cost; 20 = z(x?) = J c;p; — valoarea funcţiei obiectiv în 
i=1 


x?. Functia obiectiv poate fi scrisă şi în forma: 


n 


z(x) = z(20) — ` (z; — c;)z; = z(xo) — (c BA — c)"r. (2) 


j=m+1 


3.2. CRITERIUL DE SELECTARE A COLOANEI PIVOT. CRITERIUL DE OPTIMALITATE ŞI 


Evident, dacă z; — c; > 0, j = m+1,n, atunci valoarea funcţiei obiectiv 
pentru orice altă soluţie particulară nu poate fi mai mare decît z(x°), iar 
dacă z; — cœ > 0, j = m+1,n, şi există z; — c&j = 0, j E€ {m+ see 
atunci există o altă soluţie admisibilă de bază cu aceeaşi valoare a funcţiei 
obiectiv (la care se poate trece utilizînd transformările simplex) şi valoarea 
problemei se realizează într-o infinitate de puncte — combinaţii convexe ale 
soluţiilor admisibile de bază optime. 
În baza celor expuse au loc următoarele teoreme. 


Teorema 1 (criteriul de optimalitate). Soluţia admisibilă de bază este 
punct de maxim (de minim) dacă şi numai dacă toate estimaţiile variabilelor 
libere sunt nenegative (nepozitive), adică: 


Zis O Mae 0 j=m+1,n. (3) 


Dacă toate inegalităţile în (3) sunt stricte, atunci soluţia optimă e unică, iar 
dacă în (3) există z;—c; =0, j €{m+1,..., n}, atunci există o infinitate 
de soluţii optime. 


Teorema 2 (criteriul de selectare a coloanei pivot). Dacă există 
Zs — cs <0, se!m+1,...,n), şi există 


Pr i Bi 
= mn Tranas 
Ars i: a;s>0 Qis 


atunci o transformare simplex cu pivotul a va mări valoarea funcţiei obiec- 


Br(2s — cs) 
tiv cu BE 


Teorema 3 (criteriul de nemărginire). Dacă există 


Zs — cs < 0, sE {m+1,... n}, 


şi Qis < 0 pentru toţi i = 1,m, atunci problema nu are valoare optimă finită. 


În conformitate cu teorema 2, pentru a trece de la o soluţie admisibilă de 
bază la alta, se selectează o estimaţie negativă zs—c, < 0,s E€ {m+1, ..., n}, 
şi se efectuează transformările simplex cu pivotul a, în coloana s (r — 
linia pivot). Dacă termenul liber 8, din linia pivot e pozitiv, atunci se va 
trece la o nouă soluţie admisibilă de bază, cu valoarea funcţiei obiectiv mai 
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mare; dacă termenul liber 6, din linia pivot e nul, atunci în urma tran- 
sformărilor simplex soluţia admisibilă de bază rămîne neschimbată, deoarece 
soluţia e degenerată (x, devine variabilă de bază, iar x, — variabilă liberă); 
dacă în coloana, s toate elementele sunt nepozitive, adică a; < 0, i = 1,m, 
atunci tragem concluzia că problema iniţială nu are valoare optimă mărginită 
(funcţia obiectiv (2) poate creşte oricît de mult, deoarece în (1) variabila z, 
şi, respectiv, variabilele de bază z;, pentru care a;s < 0, pot creşte oricât de 
mult). 


Remarcă. Din (2) reiese că estimaţia zj — cj a unei variabile libere 
£j, j E{m+1,..., n}, este egală cu valoarea cu care se schimbă valoarea 
funcției obiectiv la creşterea cu o unitate a valorii variabilei x; (dacă zj — cj e 
negativă, atunci valoarea funcției obiectiv creşte, în caz contrar, descrește). 


3.3 Ordonarea calculelor. 
Alcătuirea tabelului simplex 


Dacă dorim să construim un algoritm care ar realiza trecerea de la un 
vîrf al mulţimii poliedrale de soluţii admisibile X la alt vîrf, este important 
ca totdeauna să fie la îndemînă: 


e coeficienţii şi termenii liberi ai sistemului de ecuaţii explicitat core- 
spunzător; 


e cstimaţiile relative z; — c; ale variabilelor. 


Acest lucru poate fi asigurat păstrind datele respective sub formă de tabel. 

Fie că a fost găsită o soluţie admisibilă de bază a problemei standard 
şi presupunem, fără a pierde din generalitate, că în sistemul respectiv sunt 
explicitate primele m variabile: 


Tı T Qim+1im+1 ati: Qinin = Bu 
T2 T Q2m+1m+1 Aa Qondn = b2, (1) 
m T Ümm+1”m+1 PE Amnn = Dir 


În baza reprezentării (2) din paragraful precedent, functia obiectiv poate fi 
scrisă. ca o ecuaţie de forma: 


z+ 3 a = 20 (2) 


j=m+1 
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care poate fi alăturată la (1). Introducînd notaţiile: 


Qoj = J CiQij — Cj, J= Îi, 
i=1 
Qio = bi, i=1,m, (3) 


m 
Q00 = X Cibi, 
i=1 


sistemul (1) cu ecuația alăturată (2) se transformă în: 


Tı T Qim+1m+1 T Qinn = Q10, 

T2 T Q2m+1Tm+1 R Qnn = Q20, 
(4) 

Tm T Ümm+1m+1 Haa Amnn = Amo, 

Z T Yom+iYm+1 T Qondn = 00; 


numit sistem lărgit. 

Dacă în (4) se efectuează transformările simplex cu pivotul a, (tran- 
sformări ce includ şi ultima ecuaţie, fără cerința ca agp să fie nenegativ), 
atunci elementele 00; j = 0,n, ale noului sistem pot fi calculate atît conform 
formulelor (3), cât şi utilizînd bine cunoscuta regulă a dreptunghiului: 


Aj os 


U aa . — 


; J0: 


Ars 
Deci sistemul (4) conţine toate datele necesare pentru alcătuirea algoritmului 
şi de aceea e important ca (4) totdeauna să fie la dispoziţia utilizatorului. 
Din considerente de comoditate, claritate şi eficienţă, (4) se păstrează sub 
formă de tabel — aşa-numitul tabel simplex: 


C1 C2 C3 Cm Cm+1 Cn 
CB TB b zi £2 T3 Tii Li Tn 
Cı XI [9 419) 1 0 0 0 Qim+1 EP Qin 
C2 Mha] Q20 0 1 0 0 Q2m+1 Lai An 
Gi Lra Qmo 0 0 0 sat 1 Om eera  Omm 
Qoj = Zj —Cj | Qoo | Qoi 402 Qo3 -> Qom  Q0m+1 č Qn 


gi toate calculele se efectuează anume în cadrul tabelelor simplex. 
Observăm că: 
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e ultima linie din tabel conţine estimaţiile variabilelor şi valoarea funcţiei 
obiectiv app pentru soluţia admisibilă de bază x = (œ10, 020, -.., Qmo, 0, -.., 0)7; 


e coloana a doua conţine lista variabilelor de bază; 


e coloana a treia conţine valorile variabilelor de bază (termenii liberi ai 
sistemului de ecuaţii); 


e prima coloană conţine coeficienţii din funcţia obiectiv ai variabilelor de 
bază. 


Elementele a,;, i = 0,m, j = 0,n, ale tabelului simplex le-am interpre- 
tat, pe bună dreptate, ca coeficienţi şi termeni liberi ai sistemului (4). Dar 
elementele au şi altă semnificaţie: dacă B = 14;,, Aj; ---, Aj) este o bază 
a matricei A a sistemului de ecuaţii al problemei standard, atunci elementele 
Qij, j = 1,m, sunt coordonate ale vectorului coloană A;, j € {1,... n}, 
în baza B. De aceea, elementele tabelului simplex sunt notate şi prin 
Tij, i = 0,m, j = 0,n, subinţelegîndu-se, în atare caz, coordonatele obţinute 
la, descompunerea coloanelor matricei sistemului de restricţii (a problemei 
standard iniţiale) în baza corespunzătoare. 


3.4 Determinarea soluţiei admisibile de bază 
iniţiale 


A rămas neelucidată o singură chestiune: cum se determină soluţia ad- 
misibilă de bază iniţială de la care îşi începe execuţia algoritmul simplex? 
Desigur, în unele cazuri ea se obţine chiar din formularea problemei. De 
exemplu, la cercetarea problemei canonice: 

CIT + Cota +--+ Con > Max, 
Aiti + Qizla +::: + Opta < bi Î > 
| zj 20, j=l,n, 


în care b; > 0, i = 1,m, trecerera (prin introducerera variabilelor ecart 
ni; Tn+2; ---, mim) la forma standard: 
CITI + C2£2 +°: + Cnn > maT, 
Qui + Qai2£2 +`: Finta F En+1 =b, 
a21£1 + a22%2 +*+ A2nEn FEn+2 = bə, 
QOm1X1 + am2%2 +: + amnTn +In+m = Uris 


z; >0, j=l,n+m, 
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este însoţită de formarea unei baze unitare B = |[apn+i..-Qn+m] = 
= |e]... €m], căreia îi corespunde soluţia admisibilă de bază 


de AU era bi, bo, me, ae A a 
n 


Dacă problema are forma standard 


CIT + C£ +--+ Cnn — Mar, (1) 
aiti + Aizto +: + Qintn = bi i=1,m, (2) 
Üj 2 0, ] = 1, n, 


şi ea nu conţine o bază unitară, atunci pot fi încercate metodele cunoscute de 
soluţionare a sistemelor de ecuaţii liniare. Totuşi rezultatul scontat totdeau- 
na poate fi obţinut prin metoda bazei artificiale, definitivată în două variante: 
metoda, celor două faze şi metoda coeficienţilor de penalizare, ambele vari- 
ante reducînd problema determinării soluţiei admisibile de bază iniţiale la o 
problemă, secundară de programare liniară. 


Metoda celor două faze. În faza I, în (2) se introduc variabilele arti- 


ficiale £n+1, ---, Tnim Şi se rezolvă problema: 
n+m 
J z; — min, (3) 
j=n+1 
n 
X QijTj F Eni = b, 
j=1 
n 
> QjTj + In+2 = bv, 
j=1 (4) 
n 
J Amjtj + In+m = bm, 
j=1 


zj > 0, j=l,;n+nm, 
care are soluţia admisibilă de bază iniţială 
IX = (0, data 0, bı, RE bm)”. 
n 


Dacă (3)-(4) are valoarea optimă nulă, atunci soluţia problemei (3)-(4) este 
soluție admisibilă de bază iniţială a problemei (1)-(2), soluţie care poate fi 
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utilizată mai departe în faza a Il-a la aflarea soluţiei optime a problemei 
(1)-(2). Dacă însă (3)-(4) are soluţie pozitivă, conchidem că (1)-(2) nu are 
soluţii admisibile. 

Metoda coeficienţilor de penalizare. În (2) se introduc variabilele 
artificiale ca şi în cazul precedent, şi în locul problemei (1)-(2) se rezolvă: 


n n+m 
J Cjzj — M J £j — max, (5) 
j=l j=n+1 
n 
J QijTj +F In+i =b, 
j=1 
n 
> Q2jTj F In+2 = bv, 
j=1 (6) 
n 
Amjtj + Inrm = bm, 


zj > 0, j=l,;n+nm, 
în care M este un număr pozitiv suficient de mare, numit coeficient de pe- 
nalizare; x = (0, ..., 0, bu, ..., bm)” este soluţie admisibilă de bază. Dacă 
= 


n 

după soluționarea problemei (5)-(6) una dintre variabilele artificiale mai 
rămîne bazică, cu valoare pozitivă, atunci (1)-(2) nu are soluţii admisibi- 
le; în caz contrar, soluţia optimă pentru (5)-—(6) este soluţie optimă şi pentru 
(1)-(2). 

Remarca 1. Ambele variante ale metodei bazei artificiale adeseori se 
termină nu numai cu obţinerea soluţiei admisibile de bază iniţiale a problemei 
(1)-(2), ci, în anumite situaţii, şi cu obţinerea soluţiei optime a problemei 
(1)-(2). 

Remarca 2. La soluționarea problemelor (3)-(4) şi (5)-(6) prin algorit- 
mul simplex e rațional ca transformarea în nebazică a uneia dintre variabilele 
artificiale să fie însoțită de suprimarea coloanei respective a tabelului simplex. 


Remarca 3. Metoda coeficienţilor de penalizare poate fi şi ea divizată în 
două etape, prima etapă terminindu-se odată cu transformarea în nebazice 
a tuturor variabilelor artificiale. 
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Remarca 4. Dacă prin metoda bazei artificiale se determină că proble- 
ma de rezolvat nu are soluţii admisibile, atunci în tabelul simplex final există 
cel puţin o linie în care toate variabilele neartificiale au coeficienţi nepozitivi. 
Aceasta este echivalent cu faptul că pentru problema de rezolvat prin trans- 
formări de echivalență se determină o ecuaţie contradictorie în care termenul 
liber e pozitiv, iar coeficienţii variabilelor neartificiale sunt nepozitivi. 


3.5 Algoritmul simplex 


În conformitate cu cele menţionate în introducerea la capitol, metoda 
simplex este o procedură iterativă de generare a unei consecutivităţi finite 
de soluţii admisibile de bază (virfuri ale mulţimii poliedrale de soluţii admi- 
sibile) z0, zt, ..., z* cu proprietatea că 2(zî) < z(zît!), i = 0,k—1. Dacă 
programul liniar iniţial are soluţie optimă, atunci zf şi este punctul de max- 
im. 


Să prezentăm în detaliu algoritmul simplex: 
1* Problema iniţială de programare liniară se aduce la forma standard: 
cr — max, 
Ar =b, 
x >o0. 
2° Se determină o soluţie admisibilă de bază inițială. Dacă ea nu există, 
atunci problema dată nu are soluţii admisibile (stop). 


3° Se construieşte tabelul simplex iniţial (se determină coeficienţii a, ai 
tabelului). 


4° Dacă se satisface (îndeplineşte) criteriul de optimalitate (sunt nenega- 
tive toate estimaţiile: ao; =2;—cj > 0, j= 1, n), atunci soluţia admisibilă 
de bază curentă este punct de maxim (stop). 


5° Se alege coloana pivot s pentru care Qos < 0. 
6° Se alege linia pivot r pentru care are loc: 


Qro 


; Qio 
= MIN — 
Os i: &is>0 Qis 
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Dacă toate elementele din coloana pivot sunt nepozitive, adică @is < 
0, i = 1, m, atunci problema iniţială nu are soluţie optimă mărginită 
(stop). 


7° Din ecuaţiile 0,1,...,r — 1,r + 1,..., m se elimină variabila xz, prin 
intermediul transformărilor simplex: 


Qrj 
Qrj := Ars? A z J = 0,n, 
Pi rj ` is e 22 
Oi > Oi — a i=0,m, i £r, j =0,n, 


gi se trece la pasul 4°. 


Exemplele ce urmează ilustrează diverse situaţii care pot să apară la pasul 
2° al algoritmului cînd se utilizează metoda celor două faze: 


în 1 trecerea la forma standard e însoţită de apariţia unei soluţii admisibile 
de bază inițiale gi de aceea are loc trecerea imediată la faza a doua; 


în 2 problema se rezolvă în două faze; 


în 3 problema se rezolvă într-o fază; soluţia aflată în prima fază este optimă 
pentru problema iniţială; 


în 4 problema se rezolvă trecînd direct la faza a II-a; valoarea problemei se 
dovedeşte a fi nemărginită, deoarece într-o coloană a tabelului toate 
elementele sunt nepozitive; 


în 5 după faza I se stabileşte că problema nu are soluţii admisibile, deoarece 
valorea funcţiei obiectiv artificiale e diferită de zero. 


Exemplul 1. Să se rezolve prin algoritmul simplex problema: 


ZI + t2 —> Max, 


321 n: 2x> S 3, 
—2z1 + 3z2 < 3, 

i = oga Sl, 
Tı > 0, £2 > 0. 


Rezolvare. În conformitate cu pasul 1° al algoritmului, aducem problema dată la forma 
standard introducând variabilele ecart £3, £4, £5: 


ZI + T2 —> Max, 
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34 — 2z2 + za = ð, 

—2gzı + 3x2 + z4 =; 

XI] — do + 25 =1, 
zı > 0,...,z5 > 0. 


Problema are următoarea soluție admisibilă de bază x° = (0; 0; 3; 3; 1)T. Deci trecem la 
pasul 3° şi construim tabelul simplex inițial: 


1 1 0 0 0 
cp TB b Tzi To £3 T4 T5 0 
0 Za 33 2 1I 0 0], |? i 
0 za 31-2 3 0o 1 o|7S i „ 2(2)=0 
0 z5 ılı] -ıı o o 1 i 
| Q0j = Zj — Cj 0 —1 —1 (0) 0 0 


Observăm că în coloana 1 sunt scrişi coeficienții din funcţia obiectiv ai variabilelor 
de bază. În coloana a doua — variabilele de bază. În a treia coloană — termenii liberi 
ai sistemului de restricții al problemei. În ultima linie sunt scrise estimaţiile variabilelor, 
obţinute înmulţind prima coloană (cg) la coloana respectivă (a variabilei xj) minus coefi- 
cientul c; din funcția obiectiv (în tabel — prima linie) conform formulelor: 


aoj = 2 — cj = X cati — cj Î=0, 
i=l 


unde B(i) — indicele variabilei de bază din linia i. 

Subliniem că valoarea funcţiei obiectiv în x! este înscrisă în celula aflată la intersecţia 
liniei O şi a coloanei a treia (z(x1) = &œoo = 0). 

Conform pasului 4°, observăm că x! nu satisface criteriul de optimalitate, deoarece 
există estimaţii negative. 

Trecem la, pasul 5° şi alegem în calitate de coloană pivot coloana ce corespunde vari- 
abilei 4, care are estimaţia 21 — ca = —1 (negativă). Variabila xı va deveni variabilă de 
bază. 

Trecem la pasul 6° şi alegem în calitate de linie pivot linia ce corespunde variabilei de 
bază z5, pentru care se atinge minimul raportului termenului liber la elementul pozitiv 
respectiv din coloana pivot. Variabila de bază zs va deveni variabilă liberă. 

Evidenţiem elementul pivot (=1) şi trecem la pasul 7°. Efectuăm transformările sim- 
plex: linia pivot se împarte la pivot; coloana pivot se completează cu zerouri; restul ele- 
mentelor tabelului se calculează după re- 
gula dreptunghiului. Ca rezultat, obținem următorul tabel: 


1 1 0 (0) 0 
cp TB b | ti To £3 T4 £5 : 
o| z3 ojo H| 1 II EA z3 =1 
0 z4 5 0 1 0 1 2 5 
(0) za 1 1 —l (0) (0) 1 0 
|Looj=zj—c; |] 1] 0  —2 0 0 T 
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Trecem la pasul 4°. Deoarece nu se îndeplineşte criteriul de optimalitate (estimaţia 
variabilei zo este negativă, egală cu —2), repetăm paşii 4° — —7° în modul descris mai sus 
pînă cînd nu vor mai fi estimaţii negative. 


1 1 1) 1) 1) 
cp zg |b | zti x £3 TA T5 g 
1 z2 | 0 (0) 1 1 (0) —3 P 
3 3) — 
0 zi | o a 1 p77 a E E) A 
ii TI 1 1 (0) 1 (0) —2 0 
A0j = Zj Cj 1 0 (0) 2 (0) —5 
1 x2 |3|0 1 2/5 3/5 0 : 
0 zs |1ļ0 0 =1/⁄55 1⁄5 1ļ aq à 
1 zıl3|ı 0 3⁄5 25 o0ļ|?5 > caiet 
A0j = Zj — Cj 6 0 (0) 1 1 (0) 1 


Observăm că toate estimaţiile sunt nenegative (z; — c; > 0, j = 1,5). Rezultă că 
respectiva soluţie admisibilă de bază: 


To = 3; z5 = l; z1 = 3; z3 = z4 =Q, 


cu valoarea z = 6, este optimă. 

Aşadar, soluţia optimă a problemei date este z* = (3; 3)7 cu valoarea funcţiei obiectiv 
z(x*) = 6. 

Răspuns: x* = (3;,3)7, 2* = 6. 


Exemplul 2. Să se rezolve prin metoda celor două faze problema: 


z = z1 + 22 — max, 


Ti + t PI, 
ti = To <3, 
—zı + 32 <3, 


Rezolvare. Aducem problema la forma standard introducînd variabilele ecart £3, £4, £5: 


z = Da + 2£2 — max, (1) 
zti T T2 — T3 = 1, 
LI — do + z4 = 3, 
=W T 3zo + z5 = 3, (2) 


zı > 0,...,£%5 > 0. 


bi 


Observăm că în prima ecuaţie variabila £3 are semnul “— 
inecuaţii de tipul “>”. 

Trecînd la pasul 2° al algoritmului simplex, constatăm că nu avem o soluţie admisibilă, 
de bază explicitată. Pentru a o determina, recurgem la metoda, celor 2 faze. 

Faza |. Introducem variabila artificială nenegativă zg în prima ecuaţie şi rezolvăm 
problema: 


', deoarece ea corespunde unei 


ze — min, (3) 
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Tı + Lo — Ia + te = li; 
LI — do + z4 = 3, (4) 
=E + 3x2 + T5 — 3, 


zı > 0,..., £6 2 0, 


în care funcția obiectiv reprezintă suma variabilelor artificiale introduse. 
Deoarece (3) trebuie minimizată, iar algoritmul simplex a fost expus pentru probleme 
de maximizare, vom înlocui (3) cu funcția obiectiv 


s = — £6 —> max. (5) 


Aşadar, alcătuim tabelul simplex pentru problema (4)-(5) în care soluția admisibilă 
de bază iniţială a fost construită în mod artificial gi este egală cu (0; 0; 0; 3; 3; 1)7. 


(0 0 0 0 0 0 —1 

CB TB b zı £2 £3 t4 T5 £6 

-1 z6 Taj 1 -1 0 0 1 

0 za 3 1 —l 0 1 0 0 

0 z5 3 | —1l 3 0 0 J 0 

Qoj = Sj — Cj 1 1 1 1 (0) (0) (0) 
0 zı 1 1 1 —l 0 0 
0 za 2 0 -2 1 1 0 
0 z5 4 0 4 -i 0 1 
Q0j = Sj — Cj 0 0 0 0 0 0 


Întrucît toate estimaţiile sunt nenegative, am aflat soluţia optimă a problemei (2)-(3) 
şi, deoarece valoarea optimă s* e nulă, soluția optimă găsită este soluție inițială pentru 
problema standard (1)-(2). 

Faza a Il-a. Modificăm ultimul tabel: introducem coeficienţii din funcţia obiectiv în 
linia coeficienţilor; suprimăm coloanele ce corespund variabilelor artificiale; introducem 
coeficienții variabilelor de bază din funcţia obiectiv în prima coloană; calculăm estimaţiile 
variabilelor. Executăm algoritmul: 


T 2 0 0 0 1 

CB TB b zi T2 £3 T4 z5 (0) 
1 za 1 1 [1] = 0 0 el =|0 |, z(zl)=1 
0 za 2 0 22 1 1 0 2 
0 z5 4 0 4 i 0 1 4 

Q0j = Zj — Cj 1 (0) —1 —1 (0) (0) | 
2 T2 1 T EFI 0 0 E Si 
0 za 4 2 0 -1 1 0 AS i ea: 
o| æ 0 -4 o h] o ı 0 

Q0j = Zj — Cj 2 1 (0) —2 0 (0) 0 
2 za 1 | —1/3 1 0 0 1/3 j 1 € 
0 za 4 | [2/3 d: ci E ie, E 7 , z(z) =2 
0 £3 0 | =473 0 1 0 1/3 0 

A0j = Zj — Cj 2 —5/3 (0) (0) 0 2/3 6 
2 T2 3 0 T 0 1⁄2 172 3 
1 zi 6 1 0 0 3/2 1/2 zt= | 8 |, z(x4t) = 12. 
0 z3 8 0 0 1 2 1 0 

A0j = Zj — Cj 12 (0) (0) (0) 5/2 3/2 0 
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Deoarece toate estimaţiile variabilelor sunt nenegative, am determinat soluţia maximă, 
a problemei (1)-(2): z* = (6; 3; 8; 0; 0)7, z* = 12. Aşadar, soluţia problemei iniţiale 
este: z* = (6; 3), z* = 12. 

Răspuns: z* = (6;,3)7, 2* = 12. 


Exemplul 3. Să se rezolve prin algoritmul simplex: 
z = 2z + 3z2 — min, 


D= >, 
=0 + 2 > 2, 
zı > 0,x2 >0. 


Rezolvare. Aducem problema la forma standard introducînd variabilele ecart £3, £4 
şi înlocuind funcţia obiectiv de minimizat z = 21 + 3x2 cu funcţia obiectiv de maximizat 
—z = —2zı — 32: 


z = —2gz1 — 3z — max, (6) 
Tı — T2 — T3 =1, 
—z1 + 220 — z4 =2, (7) 


zı > 0,..., £4 > 0. 


Pentru a afla soluția inițială, utilizăm metoda celor două faze. 
Faza |. Introducem variabilele artificiale x5, ze şi funcţia obiectiv artificială de min- 
imizat egală cu suma variabilelor artificiale xs + zg —> min, pe care ca şi anterior o 


înlocuim cu funcţia obiectiv s = —z£5 — zę de maximizat. Deci în prima etapă rezolvăm 
problema: 
S = —T5 — Te —> Max, 
Tı — T2 —T3 + T5 =1, 
—gz1ı + 2x2 —X4 + 46 = 2, 


zı > 0,..., £6 2 0. 


Construim tabelul simplex: 


0 0 (0 O —1 —1 
CB £B b £1 T2 T3 T4 £5 T6 
—1 £5 1 1 -1 —l 0 1 (0) 
Ei z6 2 =: f2) o0 -1 0 1 
A0j = Sj — Cj —3 (0) —1 1 1 0 0 
—1 £5 2 1/2 0 —1 -1/2 1 
0 T2 1 | —1/2 1 0 —1/2 0 
aoj = Sj — Cj 2 1/2 0 1 1/2 0 
0 zı 4 1 0 -2 —1 
(0 £2 3 0 1 —1 —1 
A0j = Sj — Cj 0 0 0 0 0 


Deoarece toate estimaţiile în ultima linie sunt nenegative, iar valoarea funcției obiectiv 
este egală cu zero, soluția inițială a problemei standard (6)-(7) e determinată. 

Faza a Il-a. Construim tabelul inițial pe baza ultimului tabel din faza I. Estimaţiile le 
calculăm utilizînd funcția obiectiv (6). 
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—2 -3 (0) (0) 
CB £B b zi T2 T3 £4 
—2 TI 4 1 0 —2 -I 
—3 £2 3 0 1 —1 —1 
Q0j = Zj — Cj —17 0 (0) T 5 


Întrucît toate estimaţiile sunt nenegative (vezi ultima linie), rezultă că soluția optimă 
e determinată: z* = (4; 3; 0; 0)7, z* = 17. 
Răspuns: x* = (4;,3)7, z* = 17. 


Exemplul 4. Să se soluţioneze problema utilizînd algoritmul simplex: 
—zı + 3z2 — max, 


Li — Do Sl, 
=p + Ip Sl, 
zi > 0, x2 > 0. 


Rezolvare. Introducem variabilele ecart x3, za şi aducem problema la forma standard: 
—zı + 3z2 — max, 


zı — £2 + T3 = 1, 
—z£1 + Io + za =l, 
ti > Opang 0. 
Observăm că sistemul are o bază unitară căreia îi corespunde soluţia admisibilă de 
bază: x! = (0; 0; 1; 17: 
Deci putem trece la pasul 3° al algoritmului. Construim tabelul simplex, apoi efectuăm 
calculele conform pagilor 4°-7°. 


—1 3 0 0 
CB £B b £1 To £3 T4 
1) z3 1 1 —l 1 0 
0 za |ila [i] o ı 
Q0j = Zj — Cj (0) 1 —3 (0) 0 
(0 t3 2 0 1) 1 T 
3 £2 1 | —1 1 0 1 
Q0j = Zj — Cj 3 —2 (0) (0) 3 


Deoarece estimaţia, variabilei xı e negativă, iar în coloană nu sunt elemente pozitive, 
problema iniţială nu are soluţie mărginită. 
Răspuns: Problema nu are soluţie de maxim mărginită. 


Exemplul 5. Să se rezolve prin algoritmul simplex: 


Ti — T2 + 2T3 > max, 


XI T T2 T T3 < 1; 
—2zı + Lo — x3 È 4, 
dai — do + 2z3 > 6, 


Rezolvare. Aducem problema la forma standard introducînd variabilele ecart £4, £5, £6: 


£1 — £2 + 2£3 — Max, 


zı + T2 + Za + T4 =1, 
—2z1 + Io — da — T5 = 4, 
2x14 — Wa Tr 2x3 — Te = 6, 


zi > 0,..., £6 > 0. 


Determinăm soluţia iniţială prin metoda bazei artificiale. Introducem variabilele ar- 
tificiale x7 şi z8, respectiv, în ecuatiile 2 şi 3 (în ecuaţia 1 variabila za este explicitată) 
şi minimizăm suma variabilelor artificiale (obiectivul £7 + £g — min este echivalent cu 
maximizarea funcției s = —£7 — £8). 

Aşadar, rezolvăm problema: 


S = —£7 — Tg —> Max, 
zı + Io + £3 + T4 =T; 
—2gzı + T2 — T3 — T5 + £7 = 4, 
221 ic! 9 lei ni 23 — T6 + La = 6, 


Faza |. 

(0) (0) 0 0 0 0 —1 —1l 

CB TB b zi za Ta za £5 £6 T7 T8 

0 za 1a E 3 EI 1 0 0 0 0 

—1 £7 4 | —2 1 —1 0 —1 0 1 0 

—1 za 6 2 —l 2 0 0 —1l 0 1 

A0j = Sj — Cj -10 (0) (0) —1 (0) 1 1 (0) (0) 

0 T3 1 1 1 1 1 0 0 0 0 

—1 £7 5| —1 2 0 1 —1 0 1 0 

—1 za 4 O —3 0 -2 0 —i1 0 1 


Toate estimaţiile din ultima linie sunt nenegative, iar valoarea funcției obiectiv este 
diferită de zero. Rezultă că problema dată nu are soluții admisibile. 


Răspuns: Problema nu are soluţii admisibile. 


3.6 Alegerea cu efect a elementului pivot. 
Regula lui Bland de evitare a ciclării 


Algoritmul simplex descris în paragraful precedent nu este întru totul 
strict determinat. El poate să genereze două situaţii de ezitare: 


I. dacă la pasul 5° mai multe variabile au estimaţii negative, atunci nu e 
clar care dintre aceste variabile să fie introdusă în bază; 


3.6. ALEGEREA CU EFECT A ELEMENTULUI PIVOT. REGULA LUI BLAND DE EVITARE / 


II. dacă la pasul 6* în coloana pivot minimul rapoartelor termenilor liberi 
la. elementele pozitive din coloana pivot este atins în mai multe linii, 
atunci nu e clar care dintre aceste linii să fie aleasă ca linie pivot (care 
variabilă (coloană) să fie scoasă din bază). 


În practică prima situaţie e frecventă, pe cînd a doua se întîlneşte mai rar. 

La rezolvarea exemplelor din paragraful 3.5 situaţiile de tipul I-II au fost 
depăşite fără să se folosească strategii speciale. În caz general, o atare abor- 
dare nu-i recomandabilă. De aceea, în continuare vom clarifica ce strategii 
de alegere a liniei şi a coloanei pivot rezolvă situaţiile IHI. 


3.6.1 Alegerea coloanei pivot 


Conform teoremei 2 din paragraful 3.2, în cazul nedegenerat alegerea 
pivotului în orice coloană cu estimaţie negativă va duce, ca rezultat al piv- 
otajului, la o nouă soluţie admisibilă de bază cu o valoare mai mare a funcţiei 
obiectiv. Deoarece numărul de soluţii admisibile de bază e finit, soluţia op- 
timă a problemei va fi determinată după un număr finit de iterații, care 
pentru probleme cu dimensiuni destul de mari poate fi enorm de mare. De- 
ci, apare necesitatea determinării unei strategii de alegere a coloanei pivot 
care să asigure numărul minim de iterații. Teoria, cu părere de rău, nu dă 
indicaţii satisfăcătoare asupra modului de selectare a strategiei optime. În 
consecinţă, strategia se alege în baza observaţiilor experimentale. Totuşi din 
numărul mare de strategii posibile două se evidenţiază cu uşurinţă: 


1) alegerea în calitate de coloană pivot a coloanei cu cea mai mică 
estimaţie negativă; 


2) alegerea în calitate de coloană pivot a coloanei care asigură cea mai 
mare creştere a funcţiei obiectiv la iteraţia curentă. 


Toate strategiile cunoscute pînă în prezent sunt eficiente în medie, pentru 
clase largi de probleme. In particular însă pentru fiecare dintre ele se cunosc 
exemple la rezolvarea cărora nu se asigură numărul minim de iterații. 


3.6.2 Regula lui Bland 


Dacă prima situaţie de incertitudine nu mai prezintă un careva pericol 
la buna funcţionare a algoritmului, atunci a doua poate prezenta unul destul 
de real, dependent de strategiile utilizate. Cînd în mai multe linii se atinge 
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minimul vizat, tabelului imediat următor îi corespunde o soluţie admisibilă 
de bază degenerată, adică în tabelul obţinut există cel puţin o linie r în care 
termenul liber e nul. Dacă pivotul e ales în aşa o linie, atunci actualizarea 
tabelului nu va duce la creşterea valorii funcţiei obiectiv, cu toate că coloana 
pivot are estimaţie negativă. Ca rezultat, e posibil că, efectuînd o consecu- 
tivitate de iterații cu pivotul ales în asemenea linii, să se revină la tabelul 
iniţial, algoritmul avind şansa să execute incontinuu o consecutivitate con- 
stantă şi finită de pivotajuri. Un atare fenomen, numit ciclare, poate să apară 
în situaţii reale. Exemplul ce urmează ne demonstrează acest fapt. 


Exemplul lui Beale. Să se rezolve problema: 


3 1 
a 17 — 20x2 + 23 — 6x4 —— max, 


= 


Tı 8T T3 } 9x4 Š 0, 


NIe eA 


1 
X1 12x2 13 | 3x4 < 0, 
Xa est 1, 
zı > 0,..., £4 > 0. 


Rezolvare. După aducerea la forma standard problema se rezolvă utilizînd următoarele 
reguli: 


1) în calitate de coloană pivot se alege coloana cu cea mai mică estimatie; 


2) în cazul apariţiei situaţiei de tipul II, în calitate de linie pivot se alege linia în care 
variabila, ce iese din bază are cel mai mic indice. 


3/74 -20 12 -6 0 0 0 

CB zB z ZI T2 T3 £4 ts £6 £7 
0 las lo] -8 -1 9 1 0 0 
0 | zelo] 3 -12 -4 3 0 1 0 
O |az|1 0 o 1i 0 0 0 ı 
zj—=zo 0|-3 2 -} 6 0 0 0 
3/4 a |0 1 =32 -4 3 4 0 0 
0 | ze |0 0o j4 3 -15 —2 1 0 
1 0 1 o 1 

of o0 T 0 0 


| 
A 
| 
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3/4 -20 1⁄2 -6 0 0 0 
CB £B z Ti T2 ia ZA £5 £6 ar 
3/4| a ļof 1 o fs] -84 -12 8 o0 
3 15 L 1 
-20 | z|0| o 1 š% -# -i 4 0 
o |æz]|ıf 0 0 1 0 0 0 1 
zici |0| 0 0 —2 18 I 1I 0 
1/2 | zs lof 3 0 1 -Æ 1 0 
3 3 1 Į 
-20 | a | 0|- 1 o | 5 -4 0 
1 21 3 
o |s|1| -z 0 o 4 ł -1 1 
Zj — Cj (0) 4 (0) (0) —3 —2 (0) 
1/2 | z3 [10| -5 56 1 o k] -6 o 
J 16 1 2 
6 | sajo] -3 F 0 1 3 -2 o0 
o |e |1| ġ -56 0 o -2 6 1 
Zj — Cj (0) -32 16 (0) (0) —1 1 (0) 
0 | zs] 0| -} 28 Z 0 1 -3 0 
1 1 1 
-6 | za |0| -4 4 -4 1 o |4| o 
o | |1 0 o 1 0 o 0 1 
zzo 0| -7 «a 4 0 0 —2 0 
0 | z5 |0 la] -8 -~i 9 1 0 0 
0 las [00| § -12 -ł 3 0 1 0 
o | 2 |1| 0 0 1 0 o 0 1 
zizo 0| -3 2 č -4 6 0 0 0 


După şase iterații am revenit la tabelul inițial. Deci algoritmul simplex are şansa să, 


cicleze la nesfirşit. 


Există mai multe moduri de suprimare a fenomenului de ciclare: 


1) prin tehnici de perturbare a coloanelor matricei sistemului de restricţii 
sau a vectorului termenilor liberi; 


2) prin alegere aleatoare în situaţia a I-a atît a coloanei pivot, cît şi a 
liniei pivot; 


3) prin alegere în situaţia a I-a în calitate de coloană pivot a coloanei cu 
estimaţie negativă şi cu cel mai mic indice, iar în calitate de linie pivot 
— a liniei pentru care iese din bază variabila cu cel mai mic indice. 


Primele două reguli generează anumite incomodităţi şi efecte negative la re- 
alizare. A treia, propusă de Bland, e simplă şi uşor realizabilă la programarea 
pe calculator. 


Exemplul lui Beale (continuare). Să observăm că regula lui Bland a fost încălcată 
la a 5-a iteraţie. In conformitate cu ea, la a 5-a iteraţie în calitate de pivot trebuia, ales 


elementul 3 din coloana variabilei za şi, ca rezultat, s-ar fi obţinut: 
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3/4 —20 1/2 —6 0 0 0 
Cp Ip VA Tı T2 Xa X4 I5 T6 £7 
Z |z| 0 | -š 56 1 0 2 —6 0 
1 16 4 2 
zz) 1 |á —56 0 0 —2 6 1 
zic; | 0 |—3 16 0 0 -i 1 0 
Cp Ip VA Tı T2 Xa T4 I5 T6 £7 
Zæ II 0 0O 1 0 0 0 1 
-6 | z4 | $ 0 -4 0 1 |l -4 5 
Zoe iz | 0 š 0 0 -5 F 3 
Z ]æ] 1 0 0 1 0 0 0 1 
0 | z5] ł 0 -2 0 ğ# 1 -4 ż 
3 |la|l 1 -24 0 6 0 2 1 
a-za |4| 0 2 04 0 ; : 


5 
Din tabelul final rezultă că problema are valoare optimă finită Zmax = Fi în punctul 


de maxim z* = (1,0,1,0)7. 


Teorema ce urmează ne asigură că regula lui Bland exclude fenomenul de 
ciclare din procesul de rezolvare al oricărei probleme degenerate. 


Teoremă (regula lui Bland de evitare a ciclării). Dacă în algoritmul 
simplex coloana pivot s se alege conform regulii 


s = min{j |z; — c < 0} 


(de introdus în bază variabila convenabilă cu cel mai mic indice), 
iar linia pivot r se alege conform regulii 
B(r) = min{B(i) | ais > 0 gi Si < %2 Yk: aps > 0} 
Qis Qks 
(în caz de incertitudine de scos din bază variabila cu cel mai mic indice), 
atunci algoritmul simplex rezolvă orice problemă de programare liniară într- 
un număr finit de iterații. 

Demonstraţie. Vom porni de la contrariu, presupunînd că regula lui Bland 
permite să apară cicluri. Rezultă că pentru o problemă concretă după un 
număr finit de iterații se revine la una dintre soluţiile admisibile de bază deja 
întîlnite. Valoarea funcţiei obiectiv rămîne constantă pe parcursul întregului 
ciclu, iar fiecare termen liber (œo) corespunzător liniilor pivot este nul. Deci 
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în decursul întregului ciclu avem un singur punct de virf al domeniului de 
soluţii admisibile, cu toate că se schimbă succesiv variabilele de bază (într-un 
aşa punct de vîrf se intersectează mai mult decît n hiperplane). 

Să suprimăm toate coloanele şi liniile care nu conţin pivoturi în decursul 
ciclului. Obţinem o nouă problemă de programare liniară în care: algorit- 
mul simplex ciclează; termenii liberi sunt nuli; valoarea funcţiei obiectiv e 
constantă şi egală cu zero. 

Fie q cel mai mare indice al variabilelor ce intră în bază în decursul 
ciclului. Conform (2) din paragraful 3.2, funcţia obiectiv z(£) = cazi +--+ 
Cqtg pentru o careva soluţie admisibilă de bază x poate fi scrisă şi sub forma: 


2(2) = z(0) — $ (2 — cei (1) 


j=1 


unde 2; — cj sunt estimaţiile relative calculate în punctul z’. 

Să presupunem că x’ este soluţia admisibilă de bază corespunzătoare 
tabelului [a;;] după care variabila z, intră în bază, iar x” este soluţia ad- 
misibilă de bază corespunzătoare tabelului [a;;] după care variabila x4 iese 
din bază. E clar că z(x') = z(x”) = 0. Fie x, variabila ce se introduce în bază 
în tabelul [a4;]. Deoarece fiecare tabel reprezintă problema sub formă stan- 
dard, pe baza tabelului [a4;] putem construi următoarea soluţie particulară 
a sistemului de ecuaţii al problemei 


1, dacă j = p, 
Aa 1 a E ; 
ĉj = 4 aj dacă j= BU), 

0, în caz contrar. 


ĉ nu este soluţie de bază şi nici soluţie admisibilă. 
Deoarece z; — cp < 0 şi toate variabilele din bază au estimaţii nule, din 
(1) (vezi şi remarca de la sfirşitul paragrafului 3.2) rezultă că 


2(2) = z(x") — (zp — Cp)ĉp = — (2p — Cp) > 0. (2) 


În conformitate cu regula de alegere a coloanei pivot în tabelul CAR 
avem z, — & < 0, iar restul estimaţiilor sunt nenegative z; sefii e (je j Éq. 
In conformitate cu modul de alegere a liniei pivot în tabelul [a;,] (se alege 
linia l în care B(l) = q), avem î4 = —ay, < 0. Restul componentelor sunt 


nenegative, altfel în tabelul [a4,;] n-ar ieşi din bază variabila x4. Ca rezultat, 
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din (1) reiese că 


z(2) = 2(2) — 5 (a — câ = 
j=1 
q—1 
T (z; = cj) ĉj; (2 Ca) În < = (e — Cq)âa < 0. (3) 
== 
>0 >0 <0 <0 


Am obţinut inegalitatea (3), care o contrazice pe (2). 


Capitolul 4 


Dualitatea în programarea 
liniară 


Fiecărui program liniar îi corespunde un program dual. De cercetarea 
cuplurilor de probleme duale se ocupă teoria dualității. 


4.1 Teorema fundamentală a dualității 


Fie dată problema de programare liniară în formă generală: 


GTi +.. -+ Qists isi Psi FF Gin tn bi i= 1,1, | yi 
Qilli rr... Fr Oists Tais+1Ts+1 T... T Gina =b;, [) = I+1,m, | Yi (1) 
iSO; er "Da. 20, 

Uu = CIT Foot: + CsLs + Cs+12s41 H't +H Cnn — max. (2) 


Vom numi această problemă — primală. Ei îi vom pune în corespondenţă 
o altă problemă, numită duală, conform următoarelor reguli: 


1° Fiecărei restricţii i de semn “<” (“>”; “=”) din primală îi corespunde 
o variabilă y; > 0 (< 0; 2 0)!, i = I,m, în duală, adică unei inegalităţi 
“<” (“>”) îi corespunde o variabilă nenegativă (nepozitivă), iar unei 
egalităţi îi corespunde o variabilă de semn arbitrar. 


1Semnul “2” marchează variabilele fără restricţii de semn (indică că variabila respectivă 
poate lua valoare arbitrară: pozitivă, nulă sau negativă). 
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2° Fiecărei variabile x; > 0 (< 0; 2 0) din primală îi corespunde o 
restricţie în duală 


Qajti + azjY2 +: + amjYm > & (< cj; = cj), 


în care termenii sumei se obţin înmulţind elementele din coloana j 
a matricei sistemului de restricții cu variabilele duale respective, iar 
termenul liber este egal cu coeficientul c; al variabilei z; din funcţia 
obiectiv a primalei. 


3° Funcția obiectiv a dualei se minimizează: 
v = biyi + bzy2 + +- + Dam —> min, 


reprezentînd suma produselor termenilor liberi cu variabilele duale re- 
spective. 


În conformitate cu 1°-3°, primalei (1)-(2) îi corespunde duala: 


aijYyi Hie + ajy + aY ti H amjym Z Cj, J= 1,s, 
@ijyi Ti: Qi F Gura Yi FF Qmjym = Cj, j =s+1,n, (3) 
yı > 0, y2 > 0, ..., Y1 Z0, 

v = biyi + bayz + -+ + biyi + biyi Yiyi kk bmym — min. (4) 


Remarca 1. Întrucît orice problemă de minimizare a funcţiei f(x) poate 
fi transformată într-o problemă de maximizare a funcţiei — f (x), reiese că şi 
oricărei probleme de minimizare i se poate pune în corespondenţă în mod 
univoc o problemă duală (de maximizare). 


Cu uşurinţă se verifică lema ce urmează. 
Lema 1. Duala problemei (3)-(4) coincide cu (1)-(2) (duala dualei co- 
incide cu primala). 


(1)-(2) şi (3)-(4) formează un cuplu de probleme reciproc duale, numit 
cuplu dual. 

Referindu-ne la cazuri particulare, vom menţiona că problemei canonice 
îi corespunde aşa-numitul cuplu dual simetric: 


Ar < b, Ay > 
x > 0, y > 
— 


c£ — max, by 
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iar problemei standard îi corespunde: 


Axr = b, ATy > c, 
Z > 0, 
cz — max, by > min. 
În ambele cupluri vectorii: c, x, b, y = (Y1, ..-, Ym)”, au dimensiunile, re- 


spectiv: n, n, m, m, iar A este o matrice mM x n. 


Lema 2. Dacă X este mulțimea de soluții admisibile a problemei (1)-(2), 
iar Y — mulţimea de soluţii admisibile a problemei (3)-(4), atunci pentru 
orice x € X şi orice y € Y are loc inegalitatea: 


n m 
DESDI 
j=1 i=1 


Demonstrație. 
= CI; 2 yo ai), = DO ayaz ui 2 ` biyi. 
j=1 j=1 `i=1 i=1 ` j=1 i=1 


Din lema 2 cu evidență derivă 


Lema 3. Dacă pentru soluţiile admisibile x* şi y* ale problemelor cuplului 
dual are loc cT z* = bTy*, atunci x* şi y* sunt soluţii optime în primală şi, 
respectiv, în duală. 


Lema 4. Transformărilor de echivalență ale primalei le corespund tran- 
formări de echivalență ale dualei. 


Demonstraţie. Vom cerceta succesiv posibilele transformări de echivalență 
în primală şi efectul produs de ele în duală. 

Dacă restricţia ¿ de tip inegalitate se înmulţeşte cu —1, atunci în duală 
restricţia de semn a variabilei duale se inversează, echivalind cu substituţia 
y; = —y;, care nu afectează valoarea optimă. 

Înmulțirea ambelor părţi ale unei restricţii i a primalei cu un număr c > 0 
se reflectă în duală printr-o substituție de tipul y; = cy;. 

Substituirea unei ecuaţii A;x = b; cu două inecuaţii: A;x < bi, Ar > bi 
(A; — linia i a matricei A), conduce la apariţia în duală a două variabile 
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noi, y > 0şiy; < 0, cu coeficienţi egali atât în funcţia obiectiv, cât şi în 
restricţiile dualei. Efectul este echivalent cu substituţia y; = y7 + y; , yf > 
0, y; <0, care de asemenea nu schimbă valoarea optimă. 

Substituţia x; = zi + x7, £} > 0,2; < 0, în primală e însoţită de 
apariţia în duală a două inecuaţii: ay < ĉj, ay > cj (aj — coloana j 
a matricei A), ceea ce este echivalent cu înlocuirea unei restricţii egalităţi 
aF y = cj cu două restricţii inegalităţi, care de asemenea nu afectează valoarea 
optimă. 


Corolar. Transformările de echivalență în una dintre problemele reciproc 
duale nu modifică valoarea optimă a problemelor, dar punctele de optim ale 
dualelor, corespunzătoare primalei transformate, se pot deosebi prin numărul 
de componente, prin semne şi chiar prin valorile componentelor. 


Teorema fundamentală a dualității. Pentru cuplul de probleme duale 
are loc una şi numai una dintre următoarele trei situaţii: 

I. Ambele probleme au soluţii admisibile. În acest caz, ambele probleme 
au soluţii optime şi valorile funcţiilor obiectiv coincid, adică Umax = Vmin- 

II. Una dintre probleme nu are valoare optimă mărginită, iar duala ei nu 
are soluţii admisibile. 

III. Ambele probleme nu au soluţii admisibile. 


Demonstraţie. I. Orice problemă de programare liniară prin trans- 
formări de echivalență poate fi adusă la forma standard. O transformare de 
echivalență a primalei poate modifica forma, dar nu valoarea optimă a dualei 
(vezi corolarul lemei 4). Deci, ţinînd cont şi de teorema despre echivalenţa 
formelor, putem demonstra teorema, fără a afecta generalitatea, pentru cu- 
plul dual al problemei standard. 

Deoarece, conform condiţiilor punctului I, ambele probleme au soluţii 
admisibile, rezultă (vezi lema 2) că valoarea optimă a primalei este mărginită. 
Potrivit algoritmului simplex, există o soluţie admisibilă de bază optimă, 
adică în sistemul de coloane al matricei A există o bază B = [ai ai, , Qim] 
pentru care se verifică inegalităţile: 


1) z} = Btb > 0; 


D) it (ce; BA), — cj > 0 (criteriul de optimalitate), unde xý = 


(Liz, Lizy: -3 0 AD CB = (Ciz, Cia -3 Cim)”. 


Din inegalitatea a doua reiese că y = (EB) este soluție admisibilă a 
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dualei cu valoarea funcţiei obiectiv 


by = (cup) SL De E Era e 


Conform lemei 3, z* şi y = (EB) sunt soluții optime ale problemelor 


cuplului dual. 


II. Din lema 2 rezultă că dacă în una dintre probleme valoarea optimă 
este nemărginită, atunci duala ei nu poate avea soluții admisibile. 


III. Cuplul dual 


demonstrează. existenţa situaţiei III. 
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Reprezentarea teoremei fundamentale a dualității sub formă de tabel de- 
notă că ea este gi teoremă de existență. 


Duala | 
Primala optimă nemărginită | inadmisibilă 
optimă (T| 
nemărginită 11] 
inadmisibilă 11| III 


Exemplele ce urmează ilustrează diferite aspecte, teoretice şi practice, ale 
dualității: 


în 1 se construieşte duala utilizînd 1-3; 


A 


în 2-3 dualele se construiesc în baza unei mnemotehnici speciale, expuse 
după primul exemplu, pentru o problemă de maximizare în exemplul 2 
şi pentru o problemă de minimizare în exemplul 3; 


în 4-6 se ilustrează situaţiile I-III din teorema fundamentală a dualității. 


Exemplul 1. Să se construiască duala problemei: 


zı — T2 + £3 I1, | y 

2£1 + Io — T3 > 2, | Y2 (5) 
zı + z2 + t3 =2, | y3 
Tı > 0, T3 < 0. 

u = —z1 + T2 + 2£3 — max. (6) 


Rezolvare. Primei restricții din (5) îi corespunde o variabilă duală nenegativă yı > 0; 
restricției a doua îi corespunde o variabilă duală nepozitivă y2 < 0; ultimei restricții îi 
corespunde o variabilă duală liberă y3 2 0. 

Fiecărei variabile din primală îi corespunde o restricție în duală. Variabilei xı îi 
corespunde inecuaţia y + 2y2 + y3 > —1, care se obţine: înmulţind elementele din prima 
coloană a matricei sistemului de restricții cu variabilele duale respective; utilizînd semnul 
de inegalitate “>”, fiindcă xı > 0; egalînd termenul liber cu —1, deoarece —1 e coeficientul 
variabilei xı în funcția obiectiv a primalei. Variabilei £2 îi corespunde ecuaţia —y1 + Y2 + 
y3 = 1, deoarece variabila xs nu are restricție de semn. Variabilei x3 îi corespunde inecuația 
Yı — Y2 + y3 < 2, fiindcă z3 < 0. 

Functia obiectiv se obține sumînd produsele termenilor liberi cu variabilele y1, y2, y3. 
Deci problema duală are funcţia obiectiv v = yı + 2y2 + 2y3, care trebuie minimizată, 
deoarece se maximizează funcția obiectiv a primalei. 
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Totalizînd cele expuse, conchidem că pentru (5)-(6) problema duală este: 


yı + 2y2 + y3 > —l, 
yı + Y2 +y =l, 
T 
Yı — Y2 + Y3 <2, (7) 
yı > 0, y2 < 0. 
v = yı + 2y2 + 2y3 — min. (8) 


Răspuns: (7)-(8) este duala problemei (5)-(6). 


Cele expuse ilustrează că duala se construieşte uşor pentru problema 
canonică şi cea standard (are loc o transpunere a “tabelului” problemei 
primale, care include: termenii liberi, coeficienții funcției obiectiv, sem- 
nele restricţiilor şi cele ale condiţiilor de admisibilitate), dar mai greu se 
construieşte duala problemei generale. În cele ce urmează se expune o 
mnemotehnică, care permite să se construiască duala oricărui program liniar 
fără eforturi deosebite. 

Aşadar, introducem următoarele notații pentru problema generală (1)-— 
(2), care poate include inegalităţi de semn “>” şi variabile de semn “<”: 


<> — m vector format din semnele “>”, “<”, “=” ale restricțiilor 
1, 2, ..., m (în exemplul 1 © = (<, >, =)"); 


i 


<> — n vector format din semnele condiţiilor de admisibilitate “>”, “<”, 
“>” (în exemplul 1 <> = (>, 2, ST); 


A — matricea sistemului de restricţii (2); 
b — vectorul termenilor liberi; 
c — vectorul coeficienţilor din funcţia obiectiv. 


De reţinut că > şi <> determină în R” şi, respectiv în R”, relaţii de ordine, 
(1)-(2) scriindu-se: 


Ax © b, 
| x 0, (9) 
cT r — max. (10) 


In duală vectorii < şi > îşi schimbă locurile: semnul de restricţie “>” 
(“<”) din <>, devenind semn de admisibilitate, este inversat şi se transformă 
în “<” (“>”); semnul “=” (“2”) se transformă în “2” (“=”) totdeauna (cu 
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sau fără inversare); semnele “>” şi “<” din <>, devenind semne de restricţie, 
rămîn neschimbate. 

Dacă introducem notația  — inversare a unui vector de semne (inver- 
sarea relaţiei de ordine), atunci duala primalei (9)-(10) se scrie: 


Ay “ec, 
y © 0, 
by — min. 


TȚinînd cont de faptul că duala ultimei probleme trebuie să coincidă cu 
(9)-(10), conchidem că pentru o problemă de minimizare duala se constru- 
ieşte inversînd condiţiile de admisibilitate: 


Ax < b, ATy © c, 
x£ & 0, y < 0, 
cx — min, by — max. 


Aşadar, duala unei probleme de programare liniară se construieşte 
transpunînd tabelul problemei şi: 


1) dacă primala e problemă de maximizat, atunci semnele restricţiilor 
primalei devin semne de admisibilitate în duală prin inversare; 


2) dacă primala e problemă de minimizat, atunci semnele de admisibilitate 
devin semne de restricţii în duală prin inversare; 


[44 » 


3) semnele “=” şi “>” se schimbă întotdeauna reciproc (cu sau fără in- 
versare). 


Exemplul 2. Să se scrie duala problemei: 


LI — Lo + 5z3 < 2, | Yı 
Lo — 23 > 1, | Y2 
3x1 + 23=4, | y 


zı > 0, x2 < 0, 


311 — To + £3 — Max. 


Rezolvare. Cum primala are trei 3 restricţii şi vectorul semnelor de restricţii E = (< 
>, =)T, rezultă că duala are 3 variabile y1, y2, y3 şi semnele de admisibilitate în duală 


3 2) 


sunt egale cu <>= (>, <, 2)T, adică condiţiile de admisibilitate sunt yı > 0, y2 < 0. 
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Întrucît primala are trei variabile şi <@= (>, <, 2)T, rezultă că semne- 
le de restricţii în duală sunt egale cu (>, <, =)T, adică sunt 3 restricţii: 


Vuk 3V2 > 3; —yı + y2 < 0; 5yı — 2y2 + Y3 = 1, 


fiecare fiind obţinută: înmulţind coloana respectivă j a matricei sistemului de restricții 
a primalei cu coloana variabilelor duale; semnul restricției este elementul j din <a> 
(dacă elementul j este egal cu “2”, atunci el se înlocuieşte cu “=” ); termenul liber este 
coeficientul c; al funcţiei obiectiv al primalei. 

Funcţia obiectiv a dualei — 2y1 + y2 + 4y3 — se obţine înmulţind termenii liberi cu 
variabilele duale respective. Deoarece în primală funcţia obiectiv se maximizează, în duală, 
funcția obiectiv se va minimiza. 

Aşadar, duala problemei date este: 


yı T 3y3 > 3, 
—yı + va <1, 
5yı — 2y2 + y3 =1, 

yı > 0, y2 < 0, 


2y1 + y2 + 4y3 — min. 


Acelaşi lucru îl obţinem dacă transpunem întregul tabel al problemei iniţiale, inversăm 


e 2 


< şi schimbăm reciproc semnele “2” şi “=”. 


Exemplul 3. Să se scrie duala problemei: 


Tı Pta = Sl, | y 
2£2 — 5x4 >—3, | w 
3x1 + 23 =2, | y 


zı 20, z4 <0, 


£2 + £3 — Ta — Min. 
T T 
Rezolvare. Evident, & = (>, 2, <) , = |<, >,=) . Pentru a construi 


duala, transpunem întregul tabel al problemei, semnele “2” şi “=” le schimbăm reciproc 


şi, deoarece primala e problemă de minimizare, inversăm componentele vectorului <>. Ca 
rezultat, obţinem duala problemei iniţiale: 


yı Ea 3y3 < 0, 
2y2 =1, 
yı + y =l, 
—yı — Sa > —l, 
yı L0, y0 


yı — 3y2 + 2y3 —> max. 


Exemplul 4. Să se scrie duala şi să se rezolve problemele cuplului dual. 


| zı + 2r2 <2, | y 


2z + z2 <2, | vw 
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u = £1 + T2 —>> Max. 


Rezolvare. Rezolvăm mai întîi primala utilizînd metoda grafică. Domeniul de soluţii 
admisibile reprezintă intersecția a două semiplane definite de prima şi a doua ecuaţie (vezi 
fig. 6). 


Figura 6 


T 
Soluţie maximă a problemei este punctul z* = (3: 3) „ care este şi soluție a sis- 


temului 
zı + 22 = 2, 
2x14 + Ta = 2. 


Valoarea maximă a funcţiei obiectiv este u* = A 
Să alcătuim duala: 


yı + 2y2 =1, 
dp + y2 =1, 
yı > 0,42 È 0, 


v = 2y + 2y2 — min. 
T 
Evident că domeniul de soluţii admisibile constă dintr-un singur punct y* = (3: 3) 


T 
— soluţie a sistemului obţinut. Aşadar, punctul de minim este y* = (4: 3 cu valoarea 


a4 
U S 


T 
Răspuns: Punctul de maxim în primală: z* = (3: 3) = $; 
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T 
punctul de minim în duală: y* = (4 3) pis A 
Exemplul 5. Să se scrie duala şi să se rezolve problemele cuplului dual. 


Ti + £2 > 1, | Yı 
—zı +22 >20, | mp 


u = z1 + 2z2 — max. 


Rezolvare. Rezolvăm primala utilizînd metoda grafică. Domeniul de soluții admisibile 
reprezintă intersecția a două semiplane, definite de prima şi a doua inecuaţie (vezi fig. 7). 


Figura 7 


Se observă că problema dată nu are soluție mărginită. 
Vom scrie duala ei: 

yı -y =l, 

yı + y2 =2, 

yı < 0, y2 < 0, 


yı —> Max. 


Domeniul de soluții admisibile este o mulțime vidă, deoarece punctul de intersecție a 
dreptelor: 
yi = w =; 
yı +t y2 =2, 
Ji 


y= (3: 3) , nu satisface condiţiile de admisibilitate yı < 0, y2 < 0. 


Deci duala nu are soluții admisibile. 
Răspuns: Primala nu are soluţie optimă mărginită, iar duala nu are soluţii admisibile. 
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Exemplul 6. Să se rezolve problemele cuplului dual. 


—gz1ı + £2 — T3 >2, | y 

—zı — z2 + z3 > —1, | y2 

3x1 + z3 = 4, | 3 
Tı > 0, 


—gz1 + 22 — Min. 


Rezolvare. Dacă adunăm prima şi a doua inecuaţie, obținem inegalitatea —2x > 1 


din care rezultă că xı < -4 ceea ce contrazice condițiile de nenegativitate xı > 0. Deci 
primala nu are soluții admisibile. 
Să alcătuim duala: 


=y — Y2 <-l, 
yı — ya =0, 

-y + y2 =l, 
Yi > 0, Y2 < 0, 


21 — Y2 —> Max. 


Dacă adunăm ecuaţiile, obținem 0 = 1. Deci duala nu are soluţii admisibile. 


Răspuns: Problemele cuplului dual nu au soluţii admisibile. 


4.2 Ecarturi complementare 


Cuplul dual poate fi reprezentat şi sub următoarea formă: 


Primala Duala 
n 
X ajz <b, i=1,l, v 20, 
j=1 
n 
D ba, i=l+1,m, w 20; 
j=1 
m 
zj 20, j= Ls, Dai: > cj, 
i=1 
m 
z Z0, j=sFIm|  XVam=c, 
i=1 
z m 
us y oi — max, Y = X biyi — min. 
rE i=1 
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Cercetînd atent problemele duale, putem observa o anumită contrapunere 
— dacă e rigidă restricția în una dintre probleme, atunci e liberă restricția 
de semn în cealaltă, şi invers. Esenţa acestui fenomen o lămureşte teorema 
ce urmează. 


Teorema ecarturilor complementare. Soluţia admisibilă x = (£1, £2, ... 


în primală şi soluţia admisibilă y = (y1, Y2, ---; Ym)” în duală sunt optime 
dacă şi numai dacă ele verifică condiţiile: 


Yi (b: — Suzi) =0, i=1,nm, (1) 


Tj > QijYi — cj) =0, j=l,n. (2) 


Demonstrație. Din tabelul de mai sus observăm că pentru orice cuplu 
dual x şi y de soluţii admisibile are loc 


n 


a; = yilbi — X ayz) >0 


j=l 
gi 
bj; = aS aijYi — cj) > 0, 
i=l 


adică se îndeplinesc relaţiile a = Xa; >0şi = >p > 0. Reiese că 
i=1 j=1 
a = 0 şi 8 = 0 dacă şi numai dacă se îndeplinesc condiţiile (1)-(2). Aşadar, 


a+ f = Su = Saua) + DD T cj) = 
1 i=1 


i=1 j=1 j= 
m n 
= J biyi — > Cj£j = 0, 
i=1 j=1 
sau 
m n 


» Tn 
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dacă şi numai dacă se îndeplinesc (1)-(2). Dar, conform teoremei funda- 
mentale a dualității, (3) este condiţia necesară şi suficientă de optimalitate 
a punctelor æ şi y. Deci x şi y sunt soluţii optime ale problemelor reciproc 
duale dacă şi numai dacă ele satisfac condiţiile (1)—(2). 


Relaţiile (1)—(2) sunt numite condiţii de complementaritate sau condiţii 
de excludere şi au o importanţă deosebită în programarea liniară. Ele, în 
particular, şi teorema, în general, se utilizează: 


— la rezolvarea cuplului de probleme duale. Dacă se ştie soluţia uneia 
dintre probleme, să zicem z*, atunci soluţia alteia poate fi determinată 
rezolvînd sistemul de ecuaţii liniare (1)-(2), în care za, £2, ..., Zn sunt 
înlocuite cu coordonatele vectorului z*; 


— la verificarea, ipotezelor referitoare la soluţiile problemelor cuplului du- 
al. Dacă din anumite considerente se bănuieşte că z* (y*) este optim în 
primală (duală), atunci situaţia poate fi clarificată rezolvînd sistemul 
(1)-(2) pentru z* (y*) dat. Dacă sistemul are soluţii, atunci z* (y*) este 
soluţie optimă. În caz contrar, ipoteza înaintată nu e adevărată, adică 
z* (y*) nu este soluţie optimă; 


— la interpretarea în termeni practici a cuplului de probleme duale. De 
exemplu, pentru problema de repartizare eficientă a resurselor limitate 
(vezi infra paragraful 4.4): 


n 
1° dacă y; 70, atunci bp aij£j = bi, adică resursa i e deficitară (se 
j=1 
consumă complet); 
n 
2° dacă Dag < b; (resursa i nu este deficitară şi deci nu este 
j=1 
consumată complet), atunci y; = 0, adică preţul resursei i este 
nul; 


3° dacă z; > 0 (produsul j intră în planul optim de producție), 
atunci y aijyi = Cj, adică costul sumar al resurselor folosite la 


i=1 
fabricarea unei unităţi de produs j coincide cu beneficiul unei 
unități de acelaşi produs; 
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4° dacă Say: > cj (costul sumar al resurselor utilizate la fab- 
i=1 
ricarea unei unităţi de produs j depăşeşte beneficiul unitar al 
aceluiaşi produs), atunci x; = 0, adică produsul j nu intră în 
planul optim de producție. 


Exemplele ce urmează ilustrează aplicarea relațiilor de complementaritate 
(1)-(2) la soluţionarea programelor liniare. 


Exemplul 1. Să se soluţioneze problema: 


u = 24 + 6£2 + 23 — 2x4 — 12x5 > max, 


z1 + 3x2 — za + 95 < 9, | n 
2z + za — z5 < 10, | y2 
£i >0,...,£z5 > 0. 


Rezolvare. Se observă că problema duală are numai 2 variabile (y1, y2) şi poate fi 
soluționată cel puţin prin metoda grafică. Avînd soluţia optimă a dualei (y*), compo- 
nentele ei pot fi înlocuite în (1)-(2) şi, rezolvînd sistemul obţinut, aflăm soluţia optimă a 
primalei. 

Într-adevăr, duala problemei date este: 


v = 9yı + 10y2 — min, 


yı > 2, | = i 

3yı +2y2 > 6, | x 

y2 > 2, | za 

—yı > —2, | a 

9yı — 5y2 > —12, | T5 
yı > 0, y2 > 0. 


Din restricţiile 1 şi 4 rezultă că yı = 2. Din restricţiile 2-5 rezultă că 2 < y2 < 6. 
Deoarece coeficientul variabilei y2 în funcţia obiectiv e pozitiv, cea mai mică valoare se va 
atinge pentru y2 = 2. Deci soluţia minimă în duală este y* = (2; 2)T cu valoarea funcţiei 
obiectiv v* = 38. În baza teoremei fundamentale a dualității, u* = v* = 38. 

Pentru a determina componentele punctului de maxim x* în primală, înlocuim y* = 
(2;2)7 în (1)-(2) şi obtinem: 


2 (9 —X1 — 3%> + z4 — 95) = 0, 
2 (10 — 2x2 — T3 + 5x5) =0, 
Tı 2 —2)= A 
za (6 +4 —2)=0, 
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Din ecuaţiile 4 şi 7 reiese că z> = 0, x5 = 0. Inlocuind aceste valori în prima şi a doua 
ecuație, obținem sistemul: 


a cărui soluţie generală este: 
Ia = 10, 
| £4 = —9 + zı. 

Aceste relaţii împreună cu z2 = 0 şi z5 = 0 ne oferă soluţia optimă a problemei iniţiale: 
z* = (t; 0; 10; t — 9; 0)7, unde t > 9, deoarece z4 > 0. Aşadar, problema dată are o 
infinitate de puncte de maxim cu valoarea u* = 38, printre care şi z* = (9; 0; 10; 0; 0)7 
obţinut pentru t = 9. 

Răspuns: u* = 38; z* = (9; 0; 10; 0; 0)7 — unul din infinitatea de puncte de maxim 
(t; 0; 10; t — 9; 0)T, t > 9. 


Exemplul 2. Să se determine soluția optimă. 


u = TI + 4z2 + 2£3 — 34 — max, 


Tı — T3 EE 
T2 -z4 <2, | y2 
2x1 + £3 <1, | %3 
T2 +r4 <2. | y4 


Rezolvare. Duala problemei date este: 


v = yı + 2y2 + y3 + 2y4 > min, 


yı + 2y3 = 7, | az 
Y2 +y, = 4, | T2 

=y + y3 = 2, | £3 
-wp +y = —3, | z4 


yı > 0,..., Y4 > 0. 


Grupînd prima cu a treia ecuație, a doua cu a patra, obținem 2 sisteme de ecuații cu 2 
necunoscute, ale căror soluţii şi ne vor da domeniul de soluţii admisibile ale dualei. 
Rezolvăm primul sistem: 
| yı + 2ys =7, 
-yı + y =2. 


El are soluţia yı = 1, y3 = 3. 
Al doilea sistem: 


y2 +y, = 4, 
-y2 + y4 = -3 


1 
L 

Aşadar, domeniul de soluții admisibile ale problemei duale conține doar un singur 
punct y* = (1; 7; 3; 4)T, care şi este soluţie optimă cu valoarea v* = 12. 


In conformitate cu teorema fundamentală a dualității: u* = v* = 12. 


are soluția y2 = Z, Y4 = 
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Pentru a afla un punct de maxim în primală înlocuim y* în (1)-—(2) şi obţinem: 


1 (1 — Tı + Ia ) = 0, 
i (2 — Io +4) = 0, 
3 (1 —2aa — T3 )=0, 
l (2 — T2 — z4) = 0, 
zı (7 —1 —2.3 )= 0, 
gal -lj 
T2 (4 2 5) = 0, 
z3 (2 +1 —3 )= 0, 
za (=3 + =i) = 0, 
Primele 4 ecuații formează sistemul: 

II — T3 = 1, 

271 + T3 = 1, 

T2 — t4 = 2, 

Lo Egi = 2. 


Soluţia lui z* = (3; Di —4; 0)7 şi este punct de maxim în problema iniţială. 
Răspuns: u* = 12; a* = (3; DE —z; 0)7. 


Remarcă. În ultima ecuaţie a relaţiei de complementaritate din exemplul 


2 ambii factori ai produsului sunt nuli: atît x4 = 0, cit şi 3 Qi4Yi — C4 = 0. 
i=1 


4.3  Soluţionarea cuplului de probleme duale. 
Algoritmul simplex dual 


Fiecare dintre problemele cuplului dual poate fi rezolvată prin algoritmul 
simplex. O atare abordare implică calcule de prisos în cazul în care se rezolvă 
ambele probleme. Tabelul simplex final obținut la rezolvarea uneia dintre ele 
conține date suficiente pentru determinarea soluțiilor optime ale ambelor 
probleme. 

Într-adevăr, la rezolvarea programelor liniare prin algoritmul simplex, 
fiecare iterație k e însoţită de calcularea estimaţiilor relative ale variabilelor 
Tj: 


Aj = 2j —Cj = 5 cazi; — Cj, J = ln, (1) 
i=1 
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unde B(i) este indicele variabilei de bază din linia i a tabelului; cga) — 
coeficientul din funcţia obiectiv al variabilei de bază zg; xi; — elemen- 
tul tabelului aflat la intersecţia liniei s şi a coloanei j. Tabelul simplex la 
iteraţia k e obţinut, prin calcule succesive, din tabelele iteraţiilor precedente 
k — 1, k —2,..., 1. Elementele tabelului iteraţiei k pot fi obţinute şi direct 
din datele iniţiale înmulţind matricea A (a sistemului de restricţii iniţial) 
cu matricea B-!, inversa matricei B formată din coloanele matricei A core- 
spunzătoare variabilelor de bază la iteraţia k. Aşadar, X = B-IA conţine 
elementele tabelului simplex la iteraţia k. Utilizînd ultima expresie şi (1), 
obţinem că estimaţiile variabilelor sunt egale cu: 


Aj = 2j —Cj = (cp BA); — Cj, j=1n, (2) 
unde cg = (cB(), CB), <- +, CB(m))”. 
Din (2) observăm că y = cg B7! este soluţie de bază a dualei. Deci (2) 
este echivalent cu 


Aj; = 2j — ci = Yu uie; j = ln, (3) 
i=1 
unde y = (Y1, -.., ym)? — soluţie de bază a problemei duale. Rezultă 


că estimaţia relativă z; — c; a variabilei x; este şi estimaţie a gradului de 
m 


îndeplinire a restricţiei d, a;jyi > cj din duală (vezi paragrafele precedente). 
i=1 

Dacă zj;—c; > 0, atunci restricţia j din duală este satisfăcută; dacă z;—c; < 0, 
atunci restricţia j din duală nu este satisfăcută. 

Aşadar, la orice iteraţie a algoritmului simplex avem o pereche de soluţii: 
x = (zB,0)7 = (B-15,0)/ — soluţie admisibilă de bază în primală şi 
y = cpB-! — soluţie de bază în duală. Componentele vectorului zg se află 
în coloana termenilor liberi (coloana a treia) a tabelului simplex, iar compo- 
nentele vectorului y pot fi determinate din linia estimaţiilor în baza relaţiei 
(3). Într-adevăr, dacă presupunem că la prima iteraţie au fost variabile de 
bază £1, £2, ..., Zm respectiv în ecuaţiile? 1, 2, ..., m, ceea ce înseamnă că 
primele m coloane ale matricei A formează matricea unitară, atunci din (3) 
rezultă că A; = yi — ci, i= 1,m, sau y; = A; +c; îi = 1,m, adică valoarea 
componentei į a soluţiei de bază a dualei poate fi calculată sumînd estimaţia 


2 Această supoziţie nu afectează generalitatea, deoarece oricînd pot fi schimbate locurile 
restricţiilor şi renumerotate variabilele. 
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A; (din coloana variabilei x;) şi coeficientul c;. Matricea respectivă B7! la 
orice iteraţie se află pe locul matricei unitare din matricea A a sistemului 
iniţial. 

Nota bene. Algoritmul simplex porneşte de la o soluţie admisibilă de 
bază în primală şi, menţinind admisibilitatea în primală (din care cauză 
e şi numit algoritm simplex primal), se execută pînă cînd sau respectiva 
soluţie de bază din duală devine şi ea admisibilă (se satisface criteriul de 
optimalitate), sau problema primală nu are optim mărginit (toate elementele 
din coloana pivot sunt nepozitive). Dacă primala are soluţie optimă finită şi 
Tis Tia - 5 Ci Sunt la prima iteraţie variabile de bază în liniile (ecuaţiile), 
respectiv, 1, 2, ..., m, atunci valorile optime ale variabilelor duale sunt y; = 
Aj, + cj, i = 1,m, adică valoarea optimă a variabilei duale y; este egală cu 
suma estimaţiei A;, = Zj} — C; din coloana variabilei xj; (care se conţine ca 
variabilă de bază în linia i la prima iteraţie) şi a coeficientului c;,. 


Algoritmul simplex poate fi uşor modificat, încît să pornească de la 
o soluţie admisibilă de bază în duală şi o soluţie de bază în primală cu 
estimaţiile z; — c; > 0, j = Î,n, (numită soluţie de bază dual admisibilă) 
şi, menţinînd admisibilitatea în duală (din care cauză e şi numit algoritm 
simplex dual), să determine o soluţie admisibilă de bază în primală, care şi 
va fi soluţia optimă. În continuare vom expune un asemenea algoritm. 


Algoritmul simplex dual 


1° Programul liniar se aduce la forma standard. 


2° Se determină o soluţie de bază dual admisibilă, adică se determină o 
soluţie de bază în primală cu toate estimaţiile nenegative A; = z;—c; > 
0, j=l1,n. 


3° Se construieşte tabelul simplex. 


4° Dacă toți termenii liberi sunt nenegativi, atunci soluția de bază respec- 
tivă este admisibilă, şi deci optimă. 
Dacă există un termen liber negativ, atunci linia r, căreia el îi aparţine, 
se alege ca linie pivot. 


5° Se alege coloana pivot s din condiţia ca pivotul ars (ce-i aparţine) să 
fie negativ şi pentru el raportul estimaţiei Zs — Cs la pivotul ars să fie 
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cel mai mare în comparaţie cu toate rapoartele similare ale estimaţiilor 
la elementele negative din linia pivot: 


Dacă în linia pivot nu sunt elemente negative, atunci primala nu are 
soluţii admisibile, iar duala are optim nemărginit. 


6° Se recalculează elementele tabelului conform regulii dreptunghiului (se 
exclude din bază variabila £g) şi se introduce în bază variabila zs). 


7° Se trece la pasul 4°. 


Remarcă. In algoritmul simplex dual valoarea funcţiei obiectiv de 
la o iteratie la alta sau se micşorează, sau rămîne neschimbată, deoarece 
estimaţiile Aj = zj — cj, j = 1,n, sunt în permanenţă nenegative. In algo- 
ritmul simplex primal valoarea funcţiei obiectiv de la o iteraţie la alta sau 
creşte, sau rămîne neschimbată. 


Exemplul 1. Să se rezolve cuplul de probleme duale: 


z = 2704 + £2 + 43 — £4 — £5 — Te —— Max, (4) 
zı + Io + £3 + T4 = 4, | Yı 
Tı — T2 — T3 + 25 =1, | %2 (5) 
—īTı + T2 — T3 +tzs=1, | y 


zı > 0,..., £6 > 0. 


Rezolvare. Duala problemei date este: 


v = 4yı + y2 + y3 — min, 


yu + Y2 — Y 22, 
yu — y2 + y 2l, 
yu = Y2 = YB 24, 
yı > =l; 
y2 zak, 
y3 2-l. 


Vom observa că e mai simplu de rezolvat (4)-(5) prin algoritmul simplex pri- 
mal, deoarece are forma standard şi conține explicitat soluția admisibilă de bază 
(0; 0; 0; 4; 1; 1)7. Trecînd direct la pasul 3° al algoritmului (alcătuirea tabelului), re- 
marcăm, în prealabil, că dacă primala are maxim finit, atunci soluţia optimă a dualei poate 


4.3. SOLUŢIONAREA CUPLULUI DE PROBLEME DUALE. ALGORITMUL SIMPLEX DUALB 


fi determinată pe baza formulelor yı = A4 + c4; Y2 = A5 + c5; Y3 = Ac + ce, adică utl- 
izînd pentru aceasta estimaţiile A4, Aș, Ag din coloanele variabilelor x4, £5, £e, deoarece 
anume aceste variabile se conţin, respectiv, în ecuaţiile 1-3. 


yı Y2 Y3 0 
2 1 4 —1 —1 -l1 0 
CB £B b £1 £2 £3 za z5 z6 y 0 
zi za d e apf see 0o o FEA A ele 
—1 z5 1 1 —1 —1 (0) 1 0 1 
—1 £6 1 —1 1 —1 (0) (0) 1 1 
Aj = Zj Cj 6 3 2 3 (0) 0 0 (0) 
4 T3 4 I I I Il 0 0 0 
-1 z5 5| 2 0 0 1 1 0 PEA aie 
-1 z6 5| 0 2 0 1 0 1 0 
A=z-g| 6| 0 1 0 3 0 0 
yı Y2 y3 
Întrucît toate estimaţiile variabilelor sunt nenegative, £z? este punct de maxim în pri- 


mală şi Zmax = 6. Deci 


şi soluţie optimă a dualei este y* = (2; —1; —1)7 cu valoarea Umin = 6. 
Răspuns: = (0; 0; 3; 0; 5; 5)T; y* = (2; —1; —1)T; Zmax = Vmin = 6. 


Exemplul 2. Să se rezolve problemele cuplului dual. 


z = £1 + 2ao — 4£3 + ra — max, 


zı + 2z2 — 33 + z4 <6 | y 
zı — 200 + da = qz4<2, | v» 
a + z2 + z3 — 3z4 <3, | a 


zı > 0,..., £4 > 0. 


Rezolvare. Duala problemei date este: 


v = Gyr + 2y2 + 3y3 —> min, 


y +t Va > B 2l, 
2yı — 2y + Y3 22, 
e s A Re IE aaa 
y = y2 — 3w 2l, 
yı 20, y2 20, wa 20. 
Vom observa că aducînd primala la forma standard prin introducerea variabilelor ecart 
T5, T6, T7: 
z = £1 +22 — 4£3 + ra — max, 
Ti + 2z2 — 3z3 + T4 + %5 = 6, 
Ti] — 220 + £3 — T4 + £6 =:2, 
—zı + z2 + a — 314 +27 =3, 


zı > 0,...,£7 > 0, 
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problema obținută are în formă  explicitată soluția  admisibilă de bază 


(0; 0; 0; 0; 6; 2; 3)T. De aceea e mai convenabil de rezolvat primala cu algoritmul 
simplex primal. 


yı Y2 Y3 

1 2 4 1 0 0 0 
CB £B b| zı x2 £3 z4 x5 T6 £7 
0 zs 6 1 2 3 I 1I 0 0 
0 ze |2) 1 —2 101 0 
0 | «ær |3|- [a] 1 3 0 0 Dle ZES 
Aj = Zj —Cj 0 —1 —2 4 —1 (0) (0) (0) 3 
0 T5 olla] o -5 -5 1 0  —2 0 
0 £6 8|-1 0 3 5 0 1 2 r?=| 0|, z2=6 
2 z> |3l-1 1 1 3 0 0 1 0 
A;=z;—c;]6]—3 0 6 5 0 0 2 8 
I TI 0o 1 0 -5/3 5B 1/73 0 —2/3 0 
0 zes |8) 0 0 4/3 10/3 1/73 1 4/3 Lica 
2 z2 |3) 0 1 —2/3 4/3 1/73 0 1/3 r= 
A; =2;-c;]6| 0 0 T 0 I 0 0 z3 = 6 


Q 
= 
e 
N 
e 
o 


Întrucât toate estimaţiile sunt nenegative, x? este punct de maxim cu valoarea Zmax = 


Soluţia problemei duale coincide cu estimaţiile A5, Ag, A7, deoarece coeficienţii vari- 
abilelor x5, £e, £7 din functia obiectiv sunt nuli. Deci y* = (1; 0; 0)7 este punct de minim 
în duală cu valoarea Vmin = 6. 


Răspuns: z* = (0; 3; 0; 0; 0; 8; 0)”; y* = (1; 0; 0)7; zmax = Vmin = 6. 


Exemplul 3. Să se soluţioneze cuplul de probleme reciproc duale. 


Zz = —T3 — Ta — T5 —— max, 
zı + 2z2 + 3£3 + T4 > 6, | y 
—z1ı + £2 + Bra + 10x4 <10, | y2 
To + 24 — t5 =2, | y3 


Rezolvare. Duala problemei date este: 


4.3. SOLUŢIONAREA CUPLULUI DE PROBLEME DUALE. ALGORITMUL SIMPLEX DUALO 


v = yı + 10y2 + 2y3 —— min, 


yu- y > 0, 
2yı + y2 + yz 20, 
3yı + y2 > —l, 

yı + 10y2 + 2y3 > —l, 

— %3 > =L 
yı < 0, y2 > 0. 


Lesne se observă că soluționarea dualei prin algoritmul simplex e legată de anumite 
dificultăţi. De aceea vom reveni la primală, pe care o vom aduce la forma standard scăzînd 
din termenul din stînga al primei inecuaţii variabila ecart xe şi adăugînd la termenul din 
dreapta al inecuației a doua variabila ecart x7. Ca rezultat, problema dată se aduce la 
forma: 


z = —T3 — T4 — T5 ? MaX, 
Ti + 2£2 + 3£z3 + za — T6 = 6, 
—T1 + T2 5x3 10x4 + x7 = 10, 
To + 24 — T5 =2; 


zı > 0,...,£7 > 0, 


Inmulţind prima şi a treia ecuaţie cu —1, problema se scrie: 


z = —T3 — T4 — T5 —— Max, (6) 
Tı 2x2 3x3 T4 +26 — —6, 
=ti + To + 5z3 + 10x4 Fz = 10, (7) 
— T2 — 2r, +355 = —2, 


în care este explicitată soluţia de bază x! = (0; 0; 0; 0; —2; —6; 10)7 cu estimațiile A; = 
zi — cj > 0, j = 1,7. Deci a! este soluţie de bază dual admisibilă şi putem utiliza la 
soluţionarea problemei (6)-—(7) algoritmul simplex dual. 

Alcătuim tabelul simplex iniţial: 


Y3 yı y2 
0 0 —1 —1 —l 0 0 0 
cp TB b zi £2 T3 T4 T5 T6 £7 0 
0 6 6 1 2 3 1 0 1 O | al = O |, zi =2. 
0 £7 10 | —1 1 5 10 0 0 1 2 
-1| æ |-2] o |a] o —2 1 0 o —6 
Aj=z; -co | 2 0 1 I 3 0 0 0 10 


Remarcăm îndată că dacă problema, va avea soluţie optimă finită, atunci valorile op- 
time duale se vor determina respectiv: y3 din coloana, variabilei x5 (variabila de bază £5 
se găseşte în ecuaţia a treia), yı din coloana variabilei zę (variabila de bază xe se află în 
prima ecuaţie), y2 din coloana variabilei zy (variabila de bază x7 este în ecuaţia a doua). 

Conform algoritmului simplex dual, alegem ca linie pivot una dintre liniile în care 
termenii liberi sunt negativi. Avem două linii cu termeni liberi negativi — prima şi a 
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treia. O alegem ca linie pivot pe a treia. Coloana pivot coincide cu coloana în care 
elementul respectiv din linia a treia e negativ şi raportul estimaţiei la element este cel mai 
mare între rapoartele similare. Acest raport e cel mai mare pentru coloana variabilei £2. 
Într-adevăr: 

1 3 

max( —; =) = —1 (pentru coloana variabilei x2). 

Deci variabila £2 devine variabilă de bază în locul variabilei z5. Efectuăm trecerea, de 
la soluţia de bază dual admisibilă x! la altă soluţie de bază dual admisibilă (pasul 6° al 
algoritmului). Obţinem tabelul: 


0 0 —1i —1 —1 0 0 
cp £B b £i T2 T3 T4 £5 16 T7 ; 
0 z6 —2 [1] 0  —3 5 1 TEET 0 eat 
0 £7 8 —1 0 5 8 1 0 1 0 
0 z2 2 0 1 (0 2 — 1) 1) 2 
Aj = Zj = Cj (0) (0) 0 1 1 (0) (0) 8, 


2 nu este soluţie optimă şi mai 


Deoarece avem un termen liber negativ, rezultă că x 
efectuăm o iteraţie a algoritmului simplex dual. 
Alegem ca linie pivot prima, linie (termenul liber e negativ). Coloană pivot se alege 


coloana variabilei xı, deoarece: LV = max Q; A; 4}. Deci pivotul se află la 
intersecţia primei linii şi a coloanei variabilei xı. O transformare cu pivotul —1 ne dă 
tabelul: 


(0) 0 —1 —1 —1 (0) (0) | 2 

cB £B b| zi x2 z3 TA z5 z6 27| 2 

(0) zi 2 1 9) 3 —5 2 —1l 9) (0) 
0 £7 10 0 0 8 3 IEI | 1 | z3 = 0 |, z3=0 

(0) T2 2 0 1 (0) 2 —1 (0) (0) (0) 

A, = zj- cj 0 0 0 1 1 1 0 0] 0 

Y3 yı Y2 10 


Întrucît toţi termenii liberi sunt pozitivi, z* este punct de maxim în primală cu valoarea 
Zmax = 0. Punct de minim în duală este: 


yı = As + ce = 0 + 0 = 0; 


ya = A7 +c7=0+0 = 0; 


y3 = A5 +c =1-—1=0, 
cu valoarea Vmin = 0. 


Răspuns: 4* = (2; 2; 0; 0; 0; 0; 10)T; y* = (0; 0; 0)T; Zmax = Vmin = O. 


Remarcă. Utilizarea algoritmului simplex dual ne-a eliberat de necesi- 
tatea introducerii variabilelor artificiale pentru a avea o soluţie admisibilă de 
bază în primală (condiţie obligatorie pentru algoritmul simplex primal). 


4.4. INTERPRETĂRI ALE CUPLURILOR DUALE. EXPLORAREA MODELELOR 


4.4 Interpretări ale cuplurilor duale. Explo- 
rarea modelelor 


4.4.1 Exemple economice de cupluri duale 


Nu orice problemă practică de programare liniară permite o interpretare 
evidentă, în termenii ei, a soluţiei dualei. Pentru problema de repartizare 
eficientă. a resurselor limitate şi pentru problema dietei atare interpretări 
există. 


Repartizarea eficientă a resurselor limitate 


Primala. Pentru fabricarea a n produse întreprinderea-producător uti- 
lizează m resurse, care sunt disponibile în cantităţi ce nu depăşesc respectiv: 
bi, b2, ..., Om. La fabricarea unei unităţi de produs j se utilizează a;; unităţi 
de resursă į (i = 1,m, j = 1,n). Ştiind că o unitate de produs j aduce un 
beneficiu net c; (j = 1,n), să se determine planul de producere care maxi- 
mizează beneficiul net total. 

Modelul matematic al acestei probleme (vezi paragraful 1.2) se scrie astfel: 


u = y CjZj — max, (1) 


pari E (2) 
Tj > 0, J Z 1n, 


unde z; este cantitatea de produs j ce urmează a fi fabricată. 

Duala. Vom presupune că există o altă întreprindere-cumpărător in- 
teresată în procurarea tuturor resurselor producătorului. Fie y; prețul unei 
unități de resursă î (i = 1,m), preţ propus de cumpărător. 


Intreprinderea-producător va fi interesată să vîndă toate resursele dacă la 
m 


prețurile propuse costul sumar J aijyi al tuturor resurselor utilizate la fabri- 
i=1 

carea unei unităţi de produs j nu este mai mic decît beneficiul c; obținut de la 

comercializarea unei unităţi de produs? j. Aşadar, tranzacţia e convenabilă 


3Nu are rost să produci cînd poti să obţii un beneficiu mai mare vînzînd. 
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producătorului dacă preţurile y1, Y2, ..., ym satisfac restricţiile: 
QijYi ZÈ > | = 1, n, 
> jJi Z Cj I (3) 


Yi > 0, tekm: 


Pe de altă parte, cumpărătorul este interesat ca din mulți- 
mea tuturor variantelor de preţuri y1, Y2, --., Ym ce satisfac (3) să aleagă 
varianta care aduce minimul costului sumar al tuturor resurselor, adicà 
cumpărătorul are funcția obiectiv: 


i=1 


Se observă că (1)-(2) (problema rezolvată de producător) şi (3)-(4) (pro- 
blema rezolvată de cumpărător) formează un cuplu de probleme reciproc 
duale. Conform lemei 2 din paragraful 4.1, u(x) < v(y) pentru orice x € X 
şi orice y € Y (X, Y — mulţimi de soluţii admisibile în problemele (1)-(2) şi 
(3)-(4)) şi u(x*) = v(y*) pentru z*, y* — soluții optime în (1)-(2) şi respectiv 
(3)-(4) (teorema fundamentală a dualității). 


Problema dietei 


Primala. Pentru a asigura necesarul biologic format din m principii 


nutritive în cantităţi nu mai mici decât b1, b2, ..., bm, gospodina poate să 
utilizeze (cumpere) n produse alimentare ce au preţurile c1, cz, ..., Cm pentru 
fiecare unitate de produs alimentar de tipul 1, 2, ..., m, respeciv. Știind că 


o unitate de produs j conţine a; unităţi de principiu i (i = 1,m, j = 1,n), 
să se determine meniul de cost minim care asigură necesarul biologic. 
Modelul matematic al acestei probleme (vezi paragraful 1.2) este: 


u = D — min, (5) 


Jl E (6) 
Tj > 0, j= 1,n, 


unde z; — cantitatea de produs alimentar j care urmează a fi cumpărată. 


4.4. INTERPRETĂRI ALE CUPLURILOR DUALE. EXPLORAREA MODELELORY5 


Duala. O întreprindere-producător vrea să lanseze pe piaţă un asor- 
timent de n principii nutritive sub formă de pastile, prafuri etc. Pentru 
a fi concurent, vizavi de preţurile produselor alimentare, producătorul tre- 
buie să propună aşa preţuri y1, Y2, ---, Ym, încât costul sumar al tuturor 

m 


principiilor nutritive X ayy care intră într-o unitate de produs alimentar 
i=1 

j să nu depăşească preţul c; al unei unităţi de acelaşi produs alimentar j. 

Aşadar, principiile nutritive vor fi convenabile gospodinelor dacă preţurile lor 

Y1, Y2; ---, Ym vor satisface restricţiile: 


m 
X QijYi 
i=1 


Yi > 0, i= m. 


A 
S 
a. 

Il 
m 
3 


(7) 


Pe de altă parte, producătorul e interesat ca din mulțimea de soluții 
admisibile Y ale sistemului (7) să aleagă acele preţuri y1, Y2, .-., Ym pentru 
care se atinge valoarea maximă a costului sumar al necesarului biologic v = 


5 biyi. Deci producătorul are scopul: 
i=1 


(= SD biyi — max. (8) 


i=1 


Problemele (5)-(6) şi (7)-(8) formează un cuplu de probleme reciproc 
duale. Conform teoremei fundamentale a dualității, valoarea optimă în pri- 
mală coincide cu valoarea optimă în duală, adică Umin = Vmaz- 


4.4.2 Explorarea modelelor 


Teoria dualității ne oferă un instrument eficient de cercetare a mod- 
elelor liniare, de analiză a soluției primalei gi de interpretare a soluției dualei 
în termenii primalei. În acest context ne vom concentra atenția asupra 
următoarelor circumstanţe, rezultate şi noțiuni. 

m 


I. Estimaţia duală z; — cj = y y;4ij — Cj a variabilei libere x, este egală 


i=1 
cu valoarea care modifică funcţia obiectiv la creşterea cu o unitate a 
variabilei x; (remarca din paragraful 3.2). 
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m 


II. Din relaţia Umax = bp Gjt = 5. biYi = Vmin (teorema fundamentală a 
j=1 


HI. 


i=1 
dualității, paragraful 4.1) obținem: 


Dumax 
Ob, = Yi, ? ==> 1, m, 
gi 
OUVmin : 
dc; = zj, jJ = n, 


de unde reiese că la majorarea cu o unitate a termenului liber b; (a 
volumului b; de resursă i în problema repartizării eficiente a resurselor 
limitate) valoarea funcției obiectiv se modifică cu y; (creşte dacă y; > 
O şi se micşorează dacă y; < 0). Modificarea termenului liber b; se 
face în anumite limite (problema de determinare a lor este elucidată 
în paragrafele infra). Dacă limitele sunt depăşite, are loc schimbarea 
variabilelor de bază (se schimbă asortimentul produs). 


Dacă y; > 0, restricţia i din primală se realizează ca egalitate (vezi 
teorema ecarturilor complementare din paragraful 4.2). 


Nota bene. În continuare ne vom referi doar la problema repartizării 


eficiente a resurselor limitate. 


IV. 


Mărimea, y; se interpretează ca estimație a deficitului resursei î. Cu cît 
e mai mare y;, cu atît e mai deficitară resursa i (dacă y; > 0, resursa i 
e consumată complet). Dacă y; = 0, atunci resursa i nu e deficitară (o 
anumită cantitate de resursă rămîne neconsumată). 


Valoarea y; este egală cu “preţul limită” (“preţul umbră” ) de cumpărare 
a unei unităţi suplimentare de resursă i. Se recomandă ca resurse- 
le suplimentare să fie procurate la preţuri ce nu depăşesc y;, altfel 
producţia suplimentară nu va fi îndreptăţită (cheltuielile la procurarea 
unei unităţi suplimentare de resursă i vor depăşi beneficiul de la pro- 
ducerea. suplimentară). 


Din II şi IV rezultă că pe baza valorilor y;, i = 1,m, putem determina 
normele (proporţiile) de înlocuire reciprocă a resurselor: dacă y; Æ 0, 


i ; AR : i . yi EAE 
atunci o unitate de resursă i aduce acelaşi venit ca şi = unităţi de 
yı 


resursă | (l = 1, m). 


4.4. INTERPRETĂRI ALE CUPLURILOR DUALE. EXPLORAREA MODELELORIT 


Oprindu-ne în mod deosebit asupra variabilelor duale, vom preciza inter- 
pretările lor: 


1) y; — valoarea cu care se modifică beneficiul la procurarea unei unităţi 
suplimentare de resursă î; 


2) yi — estimaţie a deficitului resursei i (y; = 0 pentru resursele ned- 
eficitare); 
3) yi — “preţul limită” de procurare a unei unităţi suplimentare de resursă 


i; 


4) dacă y, 7 0, atunci si unităţi suplimentare de resursă l (l = 1,m) aduc 


acelaşi beneficiu ca şi o unitate de resursă i. 


Soluţionarea problemei, analiza modelului şi a soluţiei pot fi efectuate 
conform algoritmului ce urmează. 


0° Se concretizează problema reală şi se alcătuieşte modelul matematic 
iniţial. 


1° Se determină programul (planul) optim de activitate a între- 
prinderii cu scopul maximizării beneficiului. Se apreciază cheltuielile 
sumare şi individuale (pentru fiecare produs) ale resurselor pe baza 
preţurilor reale (stabilite pe piaţă) comparîndu-le cu beneficiul brut; 


2° Se interpretează economic şi se rezolvă problema duală. Se compară 
“preţurile limită” y; ale resurselor cu preţurile reale. Se determină 
resursele deficitare şi nedeficitare. Pentru resursele nedeficitare se de- 


termină cantităţile neutilizate. 


3° Se determină resursele procurarea cărora duce la o creştere a funcţiei 
obiectiv şi normele (proporţiile) de înlocuire reciprocă a unei resurse 
cu o altă resursă sau resurse. 


4° Pe baza datelor etapelor precedente se evaluează oportunitatea modif- 
icării asortimentului de produse prin excluderea sau introducerea unor 
articole. (Introducerea în producere a unui nou articol duce la apariţia 
în primală a unei variabile noi, iar în duală — la apariţia unei restricţii 
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noi. Utilitatea noului produs se verifică uşor: dacă pentru soluţia op- 
timă a dualei restricţia nouă se îndeplineşte, atunci lărgirea produc- 
erii nu va duce la creşterea beneficiului şi deci nu este oportună; dacă 
restricţia nouă nu se îndeplineşte, atunci noul produs va spori benefi- 
ciul întreprinderii şi deci este oportună modificarea asortimentului de 
articole.) 


5° Dacă în modelul iniţial au fost găsite inexactităţi, dacă s-a stabilit (s-a 
decis) ca oportună procurarea unor cantităţi suplimentare de resurse 
sau a fost stabilită ca utilă modificarea asortimentului de produse, dacă 
s-a decis că sunt necesare anumite schimbări, atunci în modelul curent 
se efectuează, corectările de rigoare şi, dacă e necesar, se repetă paşii 
1° — 5%. În caz contrar, se acceptă planul optim (soluţia optimă a 
problemei). 


Remarcă. Algoritmul dat nu consumă diversitatea metodelor de cerc- 
etare a unui model liniar. El mai curînd este un schelet rudimentar care 
poate fi modificat în corespundere cu doleanţele şi necesităţile persoanei care 
ia decizii. 

Exemplu.* O brutărie produce trei feluri de piine utilizînd diferite resurse (materii 
prime), trei dintre ele fiind restricţionate (făina, laptele, ouăle). Consumurile tehnologice 
zilnice şi preţurile de comercializare a pîinii sunt date în următorul tabel. 


Tipul pîinii Preţul unei Volumul 
Resursele A B C unități de || disponibil 
resursă (lei) || de resursă 
Făină (kg) 1/2 | 3/5 | 4/5 2 800 
Lapte (1) 0 | 1/4 | 1⁄3 1 200 
Ouă (unităţi) 1 1 2 1/4 1 600 
Prețul unei 
pîini (lei) 5/4 2 3 


Să se determine planul optim de producere. 


Rezolvare. 0° Alcătuim modelul matematic. Dacă notăm prin za, £2, £3 cantită- 
tile de pîine de tipurile A, B, C care urmează a fi produse, atunci obținem următoarea 
problemă de programare liniară: 


5 
v= 1% H 2£2 + 313 > max, (9) 


4Exemplul poate fi interpretat şi într-o cheie umoristico-peiorativă, evidențiind şi val- 
oarea, dar şi echivocul programării matematice în activitatea economică. 
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1 3 4 
= + -£2 + —za < 800 
z”! 5 12 5 3 => , | u 
1 1 
1”? T ZI3 < 200, | Y2 (10) 
zı + za + 2z3 < 1600, | yz 
zı > 0, £2 > 0, £3 > 0. 
Funcţia obiectiv reprezintă beneficiul brut sumar obţinut la comercializarea pîinii. 


1° Rezolvăm (9)-(10) prin algoritmul simplex primal întroducînd în prealabil în (2) 
variabilele ecart £5, £6, £7- 


lterația | 
5/4 2 3 0 0 0 
cp TB b Ti T2 £3 £5 £6 £7 
0 | z5 | 800 1/2 3⁄5 4/5 I 0 0 
0 | ze | 200 O 1/4 [1⁄3 0 1 0 
O | zz | 1600 1 1 2 0 0 1 
vj — Cj 0 —5/4 —2 —3 0 0 
0 | z5 | 320 1/2 0 0 I =12/5 0 
3 | z3 | 600 0 3/4 1 0 3 0 
o | ær | 400 | [i] -1⁄2 o0 0 -6 1 
vj—c; | 1800 | -5/4 174 0 0 9 0 
0 | 5 | 120 o [1/4 0 1 3/5 -1/2 
3 | z3 | 600 0 3/4 1 0 3 0 
5/4 | zı | 400 i -173 0 0 —6 1 
vj — cj | 2300 0 -3/8 0 0 3/2 5/4 
2 | z2 | 480 0 I 0 4 12/5 -2 
3 | aa | 240 0 0 i -3 6/5 3/2 
5/4 | za | 640 1 0 0 2  —24/5 0 
vj— cj | 2480 0 0 0 32 2/5 1⁄2 
yı y2 Y3 


x* = (640; 480; 240) «v* = 2480. 


Deoarece toate estimaţiile sunt nenegative, soluţia optimă e obţinută şi constă din 
producerea, a 640 de pîini de tipul A, 480 de piini de tipul B şi 240 de piini de tipul C, 
cu un beneficiu brut total de v* = 2480 lei. Observăm că £5 = 26 = £7 = 0, deci toate 
resursele sunt consumate. Cheltuielile totale la procurarea resurselor pe baza preţurilor 
reale sunt;: 


1 
k* = 2:800+ 1: 200 + 7> 1600 = 2200 lei. 
Rezultă că beneficiul net zilnic este egal cu: 
p* = w* — k* = 2480 — 2200 = 280 lei. 


La producerea a 640 de pîini de tipul A se folosesc 320 kg de făină şi 640 de ouă. 
La producerea, a 480 de piini de tipul B se consumă 288 kg de făină şi 480 de ouă. La 
producerea a 240 de piini de tipul C se folosesc 192 kg de făină şi 240 de ouă. 

2° Problemei (9)-—(10) îi corespunde duala: 
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80091 + 200y2 + 1600y3 — min, 


1 s 5 

gY! y3 < 7’ 

2 1 P, 

5” 72? Y3 Za, 
1 

2 >3 

g9! 392 Y3 29, 


yı > 0, y2 > 0, y3 > 0. 


unde y1, Y2, Y3 sunt “preţurile limită” ale resurselor respective; funcţia obiectiv reprezintă 
“preţul limită” sumar al resurselor; restricţiile cer ca cheltuielile resurselor la producerea 


unei piini de tipul respectiv să nu fie mai mari ca preţul de vînzare. 
12 1 
Soluţia dualei o determinăm din tabelul simplex final: yi=2; y3 ; U3 . Aşadar, 


un kilogram de făină trebuie procurat la un preţ nu mai mare decât 1,5 lei; un litru de 
lapte — 2,4 lei; un ou — 0,5 lei. 

Numai o resursă (făina) e procurată la un preţ (2 lei) ce depăşeşte “preţul limită”. 

Toate resursele sunt deficitare (se consumă complet) deoarece yı > 0, y2 > 0, y3 >0. 

De reţinut că dacă toate resursele ar fi fost procurate la “preţuri limită”, atunci ben- 
eficiul net ar fi fost nul. Astfel, apare ideea cercetării în calitate de funcţie obiectiv a unei 
funcţii ce reprezintă beneficiul net. 

3° Observăm că procurarea unui kilogram suplimentar de făină aduce un venit (ben- 
eficiu brut) de 1,5 lei, unui litru de lapte — 2,4 lei, unui ou — 0,5 lei. 

Un kg de făină aduce acelaşi venit ca 0,625 litri de lapte sau ca 3 ouă. 

Un litru de lapte aduce acelaşi venit ca 1,6 kg de făină sau ca 4,8 ouă. 


; ; e na Dia ip 
Un ou aduce acelaşi venit ca 0,(3) kg făină sau ca 25 litri de lapte. 
4° Deoarece toate resursele sunt consumate complet, găsim inoportună introducerea 
în producere a unui tip nou de pîine. 
5° 'Ţinînd cont de remarca de la pasul 2°, vom introduce o funcţie obiectiv core- 
spunzătoare beneficiului net: 


5 1 3 4 
p = g7! T 222 + 373 2- (za i za + Eas) 
O 
beneficiul brut cheltuieli (făină) 
1 1 1 
1: (37 375) PRL Ca i iu m 
IN ION RE A 6 SP 
cheltuieli (lapte) cheltuieli (ouă) 
R 17 
= — g — Ia. 
Ti aa al, 
Aşadar, obţinem următorul model matematic: 
3 17 
P = — q2 + pia —— max, (11) 


10 30 
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1 4 
g7! + se = 5” < 800, | yı 
g% T 3%3 < 200, | y2 (12) 
xı + Lo Tr 2x3 < 1600, | Y3 


Tı > 0, £2 > 0, £3 > 0. 


Trecem la pasul 1°. 
lterația a Il-a 


1° Rezolvăm (11)-(12) prin algoritmul simplex, introducînd în prealabil variabilele 
ecart £5, £e, £7. 
0 3/10 17/30 0 0 0 
CB TB b Ti £2 £3 £5 £6 £7 
0 zs | 800 | 1/2 3/5 4/5 1 0 0 
0 ze | 200 0 1/4 1/3 0 1 0 
0 zz | 1600 1 1 2 0 0 1 
pj — Cj 0 0 —3/10 —17/30 0 0 0 
0 | zs | 320 |1/2 00 1 -12/55 0 
17/30 | za | 600 0 3/4 1 0 3 0 
0 zz | 400 1 —1/2 0 0 —6 1 
pj — cj 340 0 1/8 0 0 17/10 0 
yı y2 y3 


Beneficiul net maxim p** = 340 lei se obţine pentru zı = 0, z2 = 0, z3 = 600, adică 
beneficiul net maxim se obţine la producerea a 600 de pîini de tipul C, rămînînd neconsu- 
mate 320 kg de făină şi 400 de ouă. Beneficiul brut în acest caz constituie numai v** = 1800 
lei, la cheltuielile de 
k** = 1460 lei. 

2° Problemei (11)-(12) îi corespunde duala: 


80091 + 200y2 + 1600ys — min, 


1 


3”! + vw 20, 
3 1 3 
g9 t gj% Ya > 10 
4 1 17 
g9 t gt 2y3 > Tik 


yı > 0, y2 > 0, y3 2 0, 


în care y1, Y2, Y3 sunt “preţurile limită” ale unităţilor de resurse de tipurile respective; 
funcţia, obiectiv reprezintă “preţul limită” sumar al resurselor; restricțiile reflectă faptul 
că “preţul limită” al resurselor utilizate la producerea unei pîini de tipul respectiv nu poate 
fi mai mic decît beneficiul adus de o unitate de produs. 

Din ultimul tabel determinăm soluţia dualei: pp Op = LT, 


y3* =0. 
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De aici rezultă că un litru de lapte nu trebuie procurat la un preţ mai mare decât 
1,7 lei. Deci preţul real (1 leu) e convenabil. 


Ştim de-acum că prima şi a treia resursă nu sunt deficitare. 


3* Numai procurarea, suplimentară a laptelui ne va aduce un beneficiu net suplimentar 
de 1,7 lei la fiecare litru. 


Laptele nu poate fi înlocuit cu nici o altă resursă. 


4* Deoarece rămîn neconsumate 320 kg de făină şi 400 de ouă, e oportun de a introduce 
în producere un nou tip de pîine la coacerea căreia se folosesc — kg de făină şi 2 ouă la fiecare 
unitate. E uşor de calculat că beneficiul unitar pentru noul produs, luînd în consideraţie 


preţul de vînzare ( lei) şi cheltuielile de resurse, este egal cu 10 lei. 


5° 'Ţinînd cont de remarca de la pasul 4°, introducem o nouă variabilă (x4) în modelul 
(11)-(12) şi obţinem următoarea, problemă: 


3 
p 1022 3023 | 124 > max, (13) 
1 3 4 1 
g7! H p72 573 } 574 < 800, 
1 1 
7%? => 373 < 200, (14) 
ti t tat 2£3 + 2x4 < 1600, 


TI... ta >0. 


Dacă verificăm restricţia duala ce corespunde noii coloane, atunci observăm că 
restricţia respectivă, nu se îndeplineşte. Deci e convenabil a introduce noul produs. 


Trecem la pasul 1°. 


lterația a Ill-a 


1° Rezolvăm (13)-(14). 
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o 3/20 17⁄0 3/0 0 0 0 
CB £B b zi T2 £3 T4 T5 T6 T7 
O | «s | 800 | 172 3⁄5 4⁄5 15 1 0 0 
o | ze | 200 0 1/4 1/3 0 0 1 0 
o | æz | 1600 1 1 2 2 0 0 1 
Pi —cj 0 0 -3/10 -17/30 -3/10 0 0 0 
0 | zs | 320 | 1/2 0 0 175 1 -25 0 
17/30 | za | 600 0 3/4 1 0 0 3 0 
O | æ | 400 1 -1/2 0 [2] o0  —6 1 
pi — cj 340 0 1/8 0 -3/10 0 17/10 0 
O | «s | 280 | 2/5 1/20 0 0 1 =9/5 -1/10 
17/30 | za | 600 0 3/4 1 0 0 3 0 
3/10 | za | 200 | 1/2 -1/4 0 1 o0 —3 1/2 
Pi —cj 400 | 3/20 1/20 0 0 0 4/5 3/20 


Beneficiul net maxim p*** = 400 se obține pentru zi = 0, z2 = 0, z3 = 600, za = 200. 
Venitul în asemenea caz este de 


v*** = 3 < 600 + ° - 200 = 2040 lei. 


Cheltuielile sunt egale cu k*** = v*** — p*** = 1640 lei. 
2° Duala problemei (13)-(14) este: 


8009, + 200y2 + 1600y3 — max, 


1 

UI + y% 2 0, 
E a cheat de 
IL 4% Ys < 10? 
4 E 1 > 3 17 
591 392 Y3 2 30? 
1 > 5 3 
g9! Y3 Z 10° 


yı > 0,42 > 0, y3 È 0. 


4 
Soluţia o aflăm din ultimul tabel simplex: yı = 0, y2 = =, Y3 2 


3° Menţionăm că procurarea resurselor suplimentare la preţuri reale nu e convenabilă, 
4 3 1 
deoarece “prețurile limită” E şi F sunt mai mici decît prețurile reale (1 şi 3) 
4° Rămîn neconsumate 280 kg de făină. 
5° Observăm că dintre trei planuri determinate: 


1) p* =280, v* =2480, k* = 2200, z* = (640; 480; 240)7; 
2) p** = 340, v** = 1800, k** = 1460, z** = (0; 0; 60097; 
3) p*** = 400, v*** = 2040, k*** = 1640, r*** = (0; 0; 600; 200)7, 


cel mai mare beneficiu brut şi cel mai bogat asortiment îl are primul plan, dar şi cheltuielile 
la preţurile de piaţă sunt pentru el cele mai mari. Beneficiul net maxim îl are cel de-al 
treilea plan. 
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Avînd în vedere că modelele construite reflectă doar aproximativ situaţia reală, per- 
soanei care ia decizii i se prezintă toate 3 variante şi ea o alege pe cea satisfăcătoare. Dacă 


e necesar, pot fi făcute şi alte modificări; în asemenea caz se repetă paşii 19-50. 


Capitolul 5 


Analiza postoptimizaţională şi 
programarea liniară 
parametrică 


Analiza modelelor matematice în cadrul teoriei dualității e definitivată 
de analiza postoptimizaţională şi programărea liniară parametrică. 


5.1 Analiza postoptimizaţională 


O problemă de programare liniară e constituită din mărimi constante 
(coeficienţii cj, aij, termenii liberi b;) numite datele problemei şi din mărimi 
necunoscute (variabilele xj). Cea mai mare parte din datele unei proble- 
me practice sunt determinate cu aproximaţie, ceea ce impune necesitatea 
evaluării intervalelor de stabilitate — intervale în care valorile lor pot totuşi 
varia (fluctua), neafectînd optimalitatea soluţiei problemei (în sensul de a nu 
se trece la o altă bază). 

Vom cerceta, situaţiile în care se schimbă o singură componentă: sau un 
coeficient al funcţiei obiectiv, sau un termen liber, sau un element al matricei 
tehnologice. Ne vom referi, de asemenea, şi la cazurile în care se schimbă 
concomitent şi totodată independent mai multe date: sau toţi coeficienţii 
funcţiei obiectiv, sau toţi termenii liberi, sau mai multe elemente ale matricei 
tehnologice. 

Pentru a înlesni expunerea, vom presupune că e determinată soluţia op- 
timă z* = (z4,...,25%) a problemei de programare liniară şi, fără a pierde 
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din generalitate, vom presupune că ea are de bază primele m componente 
şi că ele se situează succesiv în primele m linii ale tabelului simplex. Ca 
şi în capitolele precedente, vom nota prin A;, j = 1,n, estimaţiile relative 
calculate în raport cu soluţia optimă z*, iar prin ai, bi îi=l,m,j= n, 
elementele tabelului simplex corespunzător. 


5.1.1 Schimbarea coeficienţilor funcţiei 
obiectiv 


Schimbarea coeficientului c; al variabilei nebazice (libere) z; modifică 
doar estimaţia A, a acestei variabile. Într-adevăr, dacă cj se modifică cu 
ô, atunci z; are în funcţia obiectiv un nou coeficient c} = cj + Ô şi o nouă 
estimaţie: 


m m 
A; = N ciai -ġ =X cay- cj =0 = A=. (1) 
i=l i=1 
= 
Aj 


Deci noul coeficient c} stabileşte variabilei z; o nouă estimaţie A}. Din 
(1) şi din criteriul de optimalitate rezultă că soluţia optimă z* a problemei 
nemodificate va rămîne optimă şi în problema modificată dacă se va îndeplini 
condiţia 

A, = A; — ô > 0 (—0 < ô < Aj), 


J 


echivalentă cu: 

c; E€ (~œ, cj + Aj]. 
Aşadar, modificarea coeficientului c; al variabilei nebazice z; schimbă doar 
estimaţia A,. Ca rezultat, fiecare dintre coeficienţii variabilelor libere poate 
varia liber şi independent în intervalul ce-i corespunde, neafectind caracterul 
optim al soluţiei z*. 

Schimbarea cu 6 a coeficientului c; al unei variabile de bază x; modifică 
numai estimaţiile variabilelor libere şi nu influenţează asupra estimaţiilor 
variabilelor de bază. Într-adevăr, pentru problema cu coeficientul CC +6 
estimaţiile variabilelor de bază rămîn nule (A; = 0, i = 1,m ), iar estimaţiile 
variabilelor libere devin egale cu: 


1 ; [i 
A; = CiO; + CiQij == Cj = 
Izi 
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== Sea, — Cj +60; = Aj + ÒQij, J = m+ l,n. 
I=1 
— 
Aj 
În conformitate cu criteriul de optimalitate, z* va rămîne optimă şi în pro- 
blema modificată dacă 
A; + aiz > 0, j=m+l1,n, 


echivalent cu: 


€ [5,5], 
—00, dacă a;; < 0,3 = 1,n, 
ô= { a A 
Max $ — —— pọ, In caz contrar, 
j: aj >0 Qij 
E +00, dacă aij > 0,j = 1,n, 
ô = , { a ă 
MIN 3 — —-?çọ, In caz contrar, 
J: aij <O Qij 


De aici obținem: 


G, € le; +5, ci + ôl. (2) 
Dacă A; ~ 0, j =m+l,n (loj| > Aj, j = m+l,n), atunci problema 
iniţială este instabilă. Deviaţii mici ale coeficienţilor funcţiei obiectiv duc la 
pierderea caracterului optim al soluţiei z*. 

Vom presupune în continuare că se schimbă cu 5;, concomitent şi tot- 
odată independent, fiecare dintre coeficienţii cj, j = 1, n, ai funcției obiectiv. 
Variabilele de bază z;, i = 1,m, îşi vor păstra estimaţiile A;, i = 1, m, nule, 
iar variabilele nebazice vor avea estimaţiile: 


m 


A) =X daj — d =X (ei + 6); — (cj +ô) = 
i=l 


i=1 
DP CiQij — Cj + N biai = Ôj = A+5_ ÒiQij— Âj, J = m++l,n. 
i=l i=1 i=1 
Aj 


În conformitate cu criteriul de optimalitate, soluţia optimă z* a problemei 
iniţiale va rămîne optimă şi în problema modificată dacă A} > 0, j = 
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m + 1,n, adică: 


m 

dj — iai < Aj, j=m+l,n. (3) 
i=1 

Acest sistem din n — m inecuaţii cu n necunoscute ôj, j = 1,n, reprezintă 

condiţiile generale de stabilitate a soluţiei optime z* în cazul în care variază 

independent toţi coeficienţii funcţiei obiectiv. 


5.1.2 Schimbarea termenilor liberi 


Vom cerceta, mai întîi efectul produs de schimbarea cu ô numai a unuia 
dintre termenii liberi b;, i = 1,m. Conform formulelor de calcul, estimaţiile 
relative A;, j = 1,n, sunt invariante faţă de modificările termenilor liberi. 
Variaţiile lor pot afecta numai admisibilitatea soluţei de bază curente. Ţinînd 
cont de acest fapt, se cercetează de obicei cazul cînd b; e partea dreaptă a 
restricţiei inegalităţi i ce conţine o variabilă ecart (suplimentară) şi se deter- 
mină intervalul în care b; poate varia neafectînd admisibilitatea soluţiei de 
bază curente. În cazul unei restricţii-egalităţi poate fi cercetată suplimentar 
o variabilă artificială nenegativă (care nu trebuie să fie de bază în raport cu 
soluţia optimă). 

Dacă variabila suplimentară x; a restricţiei i este de bază, atunci restricţia 
i nu este activă (se îndeplineşte ca inegalitate strictă) în punctul de optim 
(nedegenerat). Valoarea x, = f; a variabilei suplimentare determină, inter- 
valul în care b; poate varia. Astfel, noul termen liber b; = b; + ô nu afectează 
admisibilitatea soluţiei curente dacă ô aparţine intervalului |- 8;, +00) si 
restricţia i este de tipul “<”, sau dacă ô aparţine intervalului (—o0, 6,] şi 
restricţia i este de tipul “>”. Cazul cînd z, este artificială nu prezintă in- 
teres, deoarece atunci problema iniţială nu are pur şi simplu soluţii admisibi- 
le. Aşadar, toţi termenii liberi ai restricţiilor ale căror variabile suplimentare 
sunt de bază în tabelul simplex final pot varia liber şi independent în inter- 
valele ce le corespund. 

Dacă variabila suplimentară x, a restricţiei ¿ nu este de bază, atunci ea 
are valoare nulă şi restricţia i este activă (se îndeplineşte ca egalitate) în 


[44 


punctul optim. Deci, dacă restricţia i este de tipul “<” (sau “=”), avem: 


aiti + aizto ko + £s = b. 


Dacă termenul liber devine egal cu b; + ô, atunci această ecuație poate fi 
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transcrisă, sub forma: 


aiti + diz£2 +-+- + (£s — 6) = bi, 


în care (z, — 6) substituie zs. 
Aşadar, dacă pentru soluţia optimă x* variabila z, e nulă şi nu este de 
bază, atunci: 


Tk = bk — Qks(—ô), k = 1,m, 


unde Ops, k = 1,m, sunt componentele coloanei s a tabelului simplex final, 
Bk — termenul liber. Deoarece £k, k = 1,m, trebuie să rămînă nenegative, 
vom cere satisfacerea inegalităţilor: 


bk — aks(—8) > 0, k=1,m. 


De aici se obține intervalul în care poate să varieze ô în restricţia de tipul 
“<” sau de tipul “=”: 


max i Pr tsis min i Pr p 
k:aAks>0 U—Qks}? OO kiaks<0 L —Qks 


Dacă lipsesc elementele a; > 0, atunci 6 > —o0, iar dacă lipsesc elementele 
Qks < 0, atunci ô < oo. Evident, pentru o restricţie de tipul “>” vom avea: 


max (Bi << min paN 


k:&ks<0 L Qks ~ ki@ks>0 Os 


La schimbarea concomitentă şi nelegată a tuturor termenilor liberi b;, i = 
1,m, respectiv cu 6;, i = 1,m, se obţin următoarele condiţii de stabilitate 
pentru soluţia optimă z*: 


` QksÔj(s) = ` QksÔj(s) < Bk, k€ Kı, 


seS1 sES2 (4) 
=> SE QksÔj(s) T ` QksÔj(s) < Pk, k€ Ko, 
ses se S2 


unde S1 (S2) — mulţimea indicilor variabilelor suplimentare din restricţiile de 


tipurile “<” şi “=” (de tipul “>”); j(s) — indicele restricţiei în care e intro- 
dusă x, ca variabilă suplimentară; Kı (K2) — mulţimea indicilor restricţiilor 
de tipul “>” (“<”, “=”) în care variabilele suplimentare sunt de bază. Lesne 


se observă că (4) reprezintă un sistem din m inecuaţii cu m necunoscute, 
care are cel puţin o soluţie — cea nulă. 
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5.1.3 Schimbarea elementelor matricei 
tehnologice 


Coeficienţii a;; sunt cunoscuţi, de regulă, cu mai mare exactitate, com- 
parativ cu c; şi b;, deoarece ei reflectă legăturile tehnologice şi sunt mai puţin 
afectaţi de schimbări. 

Vom considera cazul în care e schimbat cu ô numai un singur element a;; al 
matricei A. Deci în problema modificată vom avea: a;; = a;;+5. Intervalul de 
stabilitate a soluţiei optime z* se determină în funcţie de faptul: corespunde 
sau nu corespunde a;; unei variabile de bază. 

Dacă a;; nu corespunde unei variabile de bază, atunci soluţia optimă z* 
este independentă de ô. E afectată de modificarea a;; = a; + 6 doar estimaţia 
relativă A;, care (vezi (3) din paragraful 4.4) devine: 


A; = X Wraig + y:laij + 6) — cj = 


kżi 
= X Wraig — cj + yið = Aj yd, 
k=i 
unde y* = (41,..., Ym)” este soluţia optimă a problemei duale. 'Ţinînd cont 
de criteriul de optimalitate, z* va rămîne optim dacă: 
A- 
ô € ( — o0, L|, cînd yi <0, 
yi 
A; 
òc] L, o), cînd y; > 0, (5) 
yi 
ô E€ (—o0, +00), cînd y; = 0. 


Se observă că la schimbarea independentă a mai multor elemente ale matricei 
A, în condiția că fiecărei variabile nebazice îi corespunde un singur element 
modificat, fiecărui ĝ;; îi corespunde un interval de variaţie (5) în care 6;; 
poate varia neafectînd caracterul optim al lui z*. Dacă se schimbă indepen- 
dent toate elementele coloanei j respectiv cu 5;, i = 1,m, atunci se obţine 
un domeniu de variaţie (semispaţiu) determinat de o singură inecuaţie: 


m 

i=1 
La schimbarea concomitentă a tuturor coloanelor ce corespund variabilelor 
libere, fiecărei coloane nebazice îi va corespunde o inecuaţie, care şi va deter- 
mina domeniul (semispaţiul) respectiv de variaţie. 
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Exemplu. Să revenim la exemplul din subparagraful 4.4.2 şi să cercetăm stabilitatea 
soluţiei optime z*** = (0; 0; 600; 200)7 a problemei (13)-(14). 


|. Schimbarea coeficienţilor funcției obiectiv. Conform celor expuse în secţiunea 
4.6.1, deoarece z1, z> nu sunt variabile de bază, primul coeficient cı = 0 poate fi modificat 


cu 61 E€ (—00; A1] = (—00; 0,15], unde Ai =pi—a = ma 0, 15, iar al doilea coeficient 
3 1 

S cu 62 E (—œ0; A2] = (—o0; 0,05], unde A2 = p2 — ce = o 0,05. Aşadar, la 
schimbarea concomitentă şi nelegată a valorilor primilor coeficienți (ai variabilelor libere) 


în intervalul (—o0; 0,15] şi respectiv (—oo; 0, 35], 2*** nu-şi va pierde caracterul optim. 


17 
Trecînd la c3 şi c4, deoarece z3, x4 sunt de bază, coeficientul c3 = 30 poate fi modificat 
=- 1 
cu 63 € [63, 63] = |- 15: +00), unde 


1/20 4/5 1 
03 i EERI 3/4 , 3 } aga a 0,0(6), 


63 = +00 


(toate elementele liniei 2 a tabelului simplex final sunt nenegative).! În mod similar 


obţinem că, coeficientul CA = 0,3 poate fi modificat cu 
> 3/20 3/20 

ô ô4, 64] = [-0,3; 0,2 de 64 = A a = —0,3 

4 € [ô4, a4] | pay UV J, unde 04 „mas d 1/4 , 1/2 } y2 


at aid 1/20 4/5 
ai | CyD a) 


m erei, Îi; +00), [1]. 
în intervalele > +00 0 2 


} = 0,2. Aşadar, coeficienţii c3 şi c4 pot varia respectiv 


Remarcă. La modificarea concomitentă a tuturor coeficienţilor funcției obiectiv din 
(13)-(14) (vezi subparagraful 4.4.2), în aga fel ca fiecare dintre ei să ia o valoare modificată 
din intervalul ce-i corespunde, de exemplu: € = 0,15; ch = 0,35; c4 = 0,2(6); c4 = 0, în 
problema modificată x*** poate să-şi piardă caracterul optim. Astfel, pentru valorile 
menţionate ale coeficienţilor funcției obiectiv, punct de optim este z = (640; 800; 0; 0)7, 


în raport cu care atit x3, cît şi x4 nu mai sunt variabile de bază. 


În problema (13)-(14) din subparagraful 4.4.2, la schimbarea concomitentă gi nelegată 
a tuturor coeficienţilor funcţiei obiectiv obţinem, utilizînd (3), următoarele condiţii de 


1Se examinează linia, a doua a tabelului, deoarece anume în această linie intră în bază 
variabila z3. 
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stabilitate: 
ô1 -= 3s i z0 < SR 
62 = ôs 15, ôs < aa 
66 + i; + 363 + 364 < sI 
ôr + 55 = d, < SE 


Dacă ţinem cont că £5, £e, £7 sunt variabile-ecart, coeficienţii cărora de regulă rămîn 
nuli, atunci sistemul de mai sus ia forma: 


îi TER. 
d 15, ós < z 
—363 + 364 < = 

1 3 

TEE: 


Se observă că deviaţiile: 6, = 0,15; 62 = 0,05; ôg = —0, 3; 64 = —0,3, utilizate pentru a 
obține coeficienții marcați (vezi remarca), nu satisfac condiţiile de stabilitate (se încalcă 
chiar prima inecuaţie). 


II. Schimbarea termenilor liberi. Variabila ecart z5 a primei restricţii (de tipul <) 
aparține bazei, deci prima restricție nu este activă şi termenul liber bı poate varia cu 
ô € |—-61; +20) = [-280; +00), adică baza rămîne optimă dacă bı variază în intervalul 
[520; +00). 

Variabilele ecart zg, 27 nu sunt de bază, deci restricțiile 2 şi 3 sunt active şi, ţinînd 
cont de faptul că ele sunt de tipul <, obţinem: 


62 € [6, 62] = |- 200; =, unde 


Z- min 280 200] 200. 
câ k: ax6 <O (—9/5)! (—3) E 


63 € [ô3, 83] = [—400; 2800], unde 


200 
ô == ——— = — si 
= „atat d a) a 


280 
ô ir i — — ==! 2 N 
a AR (—1/10) } = 
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800 
La variaţia termenului liber bz (b3) în intervalul [o; z ([1200; 4400]), caracterul optim 
al bazei, corespunzătoare tabelului simplex final, nu se pierde. 
La variația concomitentă a tuturor termenilor liberi cu 64,..., 6m, respectiv, din (4) 
şi din tabelul simplex final obtinem următoarele condiții de stabilitate: 


9 1 
H 6 A s < 280, 
ôi 5 2 10 3 => 
— 362 < 600, 
1 
32 — 38 < 200. 


III. Schimbarea unui element al matricei tehnologice. Să analizăm schimbarea cu 
2 
ô a elementului aj. Deoarece în tabelul simplex final a = = şi yı = 0, elementul a11 


xxx 


poate lua valori pe toată axa numerică şi aceasta nu va afecta caracterul optim al lui z 


: A 1/20 1 : 
Elementul a22 poate varia cu ô € =; +00) = |=; +00) = |- i +00) şi punctul 


x*** nu-şi va pierde caracterul optim. 


5.2 Programarea liniară parametrică 


În problemele cu caracter practic unele date, considerate în general con- 
stante, depind în realitate de unul sau mai mulți parametri. Ca rezultat, 
variația parametrilor schimbă datele problemei şi, în consecință, poate să 
schimbe soluţia (baza) optimă. Apare deci problema determinării domeni- 
ilor de valori ale parametrilor în cadrul cărora se păstrează caracterul optim 
al soluţiei (bazei). 

Cercetările de acest gen constituie obiectul de studiu al programării liniare 
parametrice, problema de bază a căreia se formulează: 


c(t)'z — max, (1) 
A je = b(t), 
si (2) 


unde z € R”; t €e © C R5; cet) e R"; A(t) = lay), 
i = l,m, j = In; b(t) € R” — functii, în general neliniare, de parametrii 
t= (ti... tk) E O, gise pune în felul următor: pentru fiecare t € © C R* 
să se determine soluţia optimă z*(t) a problemei de programare liniară (1)- 
(2) obţinute. Aşadar, soluţia problemei parametrice (1)-—(2) reprezintă o 
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funcţie vectorială z*(t) € R” definită pe domeniul © € RE, cu valori optime 
ale funcţiei obiectiv c(t)”z*(t) € R dependente de t. 

Cercetarea problemei (1)-(2) comportă dificultăţi considerabile. În 
prezent nu există metode de rezolvare a ei în formă generală. Sunt tratate 
complet probleme particulare în care intervine liniar un singur parametru sau 
în vectorul b al termenilor liberi, sau în vectorul c al coeficienţilor funcţiei 
obiectiv, sau în elementele matricei tehnologice A. 

În cadrul acestui paragraf vom nota prin z(B) = B-1b soluţia de bază a 
sistemului de ecuaţii Ax = b care corespunde bazei B a sistemului de vectori- 
coloane ai matricei A. 


Remarcă. Analiza postoptimizaţională (vezi 5.1) elucidează situaţii 
particulare ale problemei (1)-(2). De exemplu, în primul caz avem t = 
(ti, S stn)” şi c(t) z ti, co(t) = to, ARE ,Cn(t) E ER 


5.2.1 Parametrizarea coeficienţilor funcției 
obiectiv 


Vom cerceta problema 


(d + te')"r — max (3) 
Axr = b, 
eo (4) 
în care d, d', x E€ R”; A — matrice m x n de rang(A) = m; b € R”. 


Vom nota prin PP Le(t) problema de programare liniară ce reiese din (3)—(4) 
pentru o valoare fixată t. Dacă mulțimea de soluții admisibile ale problemei 
(3)-(4) este nevidă (X # Ø), atunci pentru orice valori ale parametrului t 
respectivele PPLc(t) sau nu au valori optime mărginite, sau au valori optime 
finite care se ating în punctele de virf ale mulţimii X. 


Teorema 1. Dacă în (3)-(4) X 7, atunci poate fi găsită aşa o divizare 
a axei R într-un număr finit de intervale: 


(—o0; tol, [tos tı], ---, [tk-1; tr], ltk; +00) 


(e posibil ca unul dintre intervalele (—o0; to], [tk; +00) să coincidă cu R) 
şi aşa o consecutivitate de baze Bo, Bu, ..., Bk+1 din A, încît în toate in- 
tervalele indicate, exceptînd, poate, intervalele nemărginite, pentru orice 
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t € [t1;tı] (| = 0,k+ 1), soluţia de bază z(B.) este soluţie optimă a re- 
spectivei PPLe(t)?. 


Demonstraţie. Pentru o bază admisibilă B din A şi pentru t arbitrar, 
z(B) are estimaţiile: 


m 


ESE — (0,0) ‘a a — (0 a = 


(Stea — g) + e( > (ep)iai, = d) = 


i i=l 
IFESAN FA 


Vom demonstra mai întîi că dacă pentru un careva t* € R funcţia obiec- 
tiv (3) este nemărginită pe X, atunci (3) este nemărginită pe X într-un in- 
terval nemărginit (sau din stînga, sau din dreapta, sau din ambele părţi) care 
include t*. Într-adevăr, nemărginirea funcției obiectiv poate fi detectată la o 
anumită iterație a algoritmului simplex, cînd pentru o bază B din A o careva 
estimaţie A; (t*), j € {1,... n}, este strict negativă (A; (t*) = A4 +t A7 < 0) 
gi restul elementelor din coloana j a tabelului simplex sunt nepozitive. De 
unde rezultă că funcția obiectiv (3) este nemărginită pentru orice valoare t 
din intervalul: 


(—00,-+oo), dacă A} = 0; 
(- an +00), dacă A} >0; 
Bi (6) 


(E I dacă A} <0. 


Dacă condițiile de nemărginire au loc pentru mai multe coloane, funcţia 
obiectiv este nemărginită pe reuniunea tuturor intervalelor de nemărginire. 

Vom presupune că PP Le(t*) are ca optim soluţia admisibilă de bază z(B), 
corespunzătoare bazei B. Conform (5) şi criteriului de optimalitate, z(B) are 
în raport cu baza B toate estimaţiile nenegative: 


A;+PA;>0, J= (7) 


Inegalităţile (7) se satisfac pentru toate valorile t ce aparţin unui interval 


2Se consideră că [t-1, to] = (—00, to] si [tk, tk+1] = ltk, +20). 
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lt, t] 2 {t} cu extremităţile: 


—0, dacă A; < 0, j = 1,n, 
t= A; a t 
max — Ar fi în caz contrar, 
J:Aj j 
(8) 
+00, R dacă A} > 0, j = 1,n, 
a min i — =) în caz contrar. 


Sistemul format din coloanele matricei A are nu mai mult decît C baze; 
conform (6) şi (8), unei baze îi poate corespunde un singur interval pe axa 
numerică; (3)—(4) are pentru orice t € R sau valoare optimă finită, sau va- 
loare optimă infinită, deci axa numerică poate fi divizată într-un număr finit 
de intervale, întocmai cum afirmă teorema. 


Vom spune că baza este optimă pentru valoarea t dacă toate estimaţiile 
calculate pentru t dat în raport cu baza dată sunt nenegative. Mulțimea 
tuturor valorilor parametrului t, pentru care baza este optimă, reprezintă, 
conform teoremei 1, un interval, numit interval de optimalitate al bazei date. 


Corolarul 1. Intervalul de optimalitate al unei baze este determinat de 
(8) şi coincide cu: 


1) (—o00,+oo), dacă t= —o0, t= +00; 
2) (—oo,t], dacă t= -—00 < t< +00; 
3) [t,t], dacă — oo < t< t< +00; 
4) t=t, dacă — œo < t= t< +00; 
5) [t, +00), dacă — oœ < t< t< +00; 
6) Ø, dacă t>t. 


Corolarul 2. Mulțimea de valori ale parametrului t pentru care 
funcția (3) este nemărginită reprezintă o reuniune a tuturor intervalelor de 
nemărginire, determinate conform (6) pentru bazele şi coloanele respective, 
şi coincide cu unul dintre domeniile: 


1) (=œ, +00); 2) (—00,to); 3) (te, +00); 


4) (=, to) U (tk, +20); 5) 4. 
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Corolarul 3. Dacă în (3)-(4) X 7 Ø, atunci la divizarea axei R sunt 
posibile următoarele şase situații: 


Funcţia obiectiv are valoarea 
Nr. | nemărginită mărginită, nemăr- 
ginită 
1. | (—o0,-+00) 
2. (—o0, +00) 
3. (—o0, tol, [totul tza tul, ltk, +00) 
4. (—oo, to) [to, tı], fti, t2], ... , toata], ltk, +00) 
5: (—o00, tol, [to, til,- -- , [tk-2,tk-1], [tata] | [tk, +00) 
6. (—00, to) [to, tı], [t1; t2], + [tasta] [poata] | ltk; +20) 
unde k < C} —2. Valorile to,...,t se numesc valori critice ale parametrului 


k. 


Teorema 2. Fie [t,t] intervalul de optimalitate al bazei B şi fie t—t > 0. 
Dacă pentru t € (t,t) există o bază admisibilă B' + B, astfel că şi x(B') 
este soluţie optimă în PPLc(t'), atunci intervalul de optimalitate al bazei B' 
coincide cu intervalul de optimalitate al bazei B, adică [t,t] = [t,t]. 


Demonstraţie. Fie B,B' (B' + B) două baze admisibile şi fie z(B), z(B') 
soluţii optime în PPLe(v), t e (t,t) 40, unde [t,t] este intervalul de opti- 
malitate al bazei B. Dacă 
J = {ji jm}, J = (io-s dm), J Z J! sunt coloanele matricei A din 
care sunt constituite bazele B şi B', atunci, conform criteriului de optimali- 
tate: A;(t) = 0, je JUJ’. Un pivotaj conform transformărilor simplex cu 
pivotul în oricare dintre coloanele ji,..., jh, nu va schimba nici una dintre 
estimaţiile A;(%), j € {1,... n}. Deci intervalul de optimalitate al oricărei 
baze astfel obţinute din B, inclusiv şi al B', va fi determinat de aceleaşi 
extremităţi (8) şi va coincide cu [¢, t]. 


Fără a pierde din generalitate, vom presupune că parametrul t ia valori 
în intervalul |7, +00). Situaţia cînd t € (—o0,+00) se reduce uşor la prima 
cercetînd 2 cazuri: t E€ (—o0, 7] şi t € |7, +00), primul caz fiind echivalent cu 
al doilea graţie substituţiei: A = —t € |—7, +00). În baza teoremelor 1-2 se 
construieşte algoritmul ce urmează. 


10, 
Se rezolvă PPLc(7) prin metoda simplex. 
Dacă există soluţie optimă, atunci to = 7 şi se trece la pa- 
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Te 


sul 1°. 

Dacă funcția obiectiv e nemărginită, atunci se determină coloana k a 
tabelului simplex pentru care Aj + TAY < 0 şi a, <0, L= 1,m, apoi 
se trece la pasul 2°. 


Pentru baza optimă B; se determină intervalul de stabilitate [t;, ti] = 
[t,t] al soluţiei optime z(B,) (vezi formulele (8). 


Dacă ti}ı = +00 (A; > 0, j = 1,n), atunci problema e rezolvată. 
7 N 
Dacă tiu < +00 şi tı = —— = min 4 — — >, atunci se examinează 
i+1 ŞI ti+1 AP Air A ; 
4 "<0 ; 


coloana k a tabelului simplex şi: 


e dacă Qan < 0, l= 1, m, atunci, conform algoritmului simplex şi for- 
mulelor (6), funcţia obiectiv e nemărginită pe intervalul ft;}1, +00) 
şi problema e rezolvată; 


e dacă există cel puţin o componentă a, > 0, atunci variabila £p se 
“introduce” în bază, se atribuie i := i + 1 şi se repetă 1°. 


Dacă A% < 0, atunci funcţia obiectiv e nemărginită pentru orice 
t € |r, +00). 


1 


= A 
Dacă A/ > 0, atunci AL + tA% < 0 are loc pentru t < t = E (pro- 
k 


blema nu are soluţie optimă mărginită pe |7,t)) şi: 


e dacă pentru ¢ are loc A; + tA} > 0, j = 1,n, atunci se determină 
soluţia optimă pentru t, se atribuie tọ = t şi se trece la pasul 1°; 
e dacă există A; + tA} < 0, atunci în bază se “introduce” orice 
variabilă x; pentru care A; +tA%} < 0 şi se repetă acest procedeu 
(de introducere a variabilelor în bază) pînă cînd: 
o ori toate A} + tA} > 0, j = Î,n, atribuind to = t şi trecînd 
la 1°; 
o ori există k pentru care A + tA% < 0 şi &ẹa < 0, 
l = 1, m, repetînd în acest caz 2°. 


Remarca 1. Algoritmul construieşte un sistem de intervale |r, to), [to, tu], 
Cm — 2). Funcţia obiectiv poate fi nemărginită numai pe |7,to) şi |t;, +00). 
Dacă funcţia obiectiv e nemărginită în PPLe(7), atunci to = 7. 


„ti +00) (i 
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Remarca 2. La soluţionarea problemei prin algoritmul descris se folosesc 
tabele simplex modificate în care linia estimaţiilor relative e înlocuită cu 3 
1 
linii (4; A}, a) la pasul 1° şi cu două linii (A, A% + tA}) la pasul 2°. 
La pasul 0° nu sunt necesare linii suplimentare. Deci procesul de calcul poate 
fi considerat un proces de soluționare prin algoritmul simplex înzestrat cu o 
regulă specială de alegere a coloanei ce se introduce în bază şi cu un criteriu 
special de oprire. 


Exemplul 1. Să se soluţioneze problema pentru toate valorile t € R: 
z(x,t) = (1+ 2t)xı + 2 — 7t)z2 + (2 + 3t)za + (1 — 9t)za — max, 


Tı — z3 + T4 = l, 
To + Ta — 2z4 = 1, 


Rezolvare. Vom cerceta mai întîi problema pe intervalul [0, +00). La pasul 0° se 
rezolvă PPLc(0). 


2 -T7 3 -9| <&c 
1 2 2 1e 
ol || cp TB b| xı o T3 T4 
1 zı 1j 1 0 —1 1 
2 T2 1| 0 1 |1| —2 
Aj 3] 0 0 —1 —4 
2 1 zı 2| 1 1 0 -1 
3 2 £3 1| 0 1 1 —2 
A; 4] 0 1 0 —6 
2° — 1° A! 4 7] O0 12 0 1 
Aj + HA7 460 73 0 0 
Chiar la prima Feats A simplex determină că PP Lc(0) nu are soluţie optimă 
mărginită. Deci pe intervalul [0, to) = [0, 6) (to = a = i 29 - 6) funcţia obiectiv 
4 


este nemărginită. 

PPLc(6) are soluţie optimă x° = (2; 0; 1; 0)” (A'; + 6A' > 0, j = 1,4) şi, deoarece 
A > 0, j = 1,4, rezultă că ti = t = +oo (vezi (8), adică PPLe(t) are ca soluţie optimă 
pe intervalul [6, +00) punctul x°. Aşadar, ţinînd cont de corolarul 2, axa numerică. se 
divizează în intervalul de nemărginire (—o0,6) şi în intervalul de stabilitate [6, +00) cu 
soluţia. optimă x° = (2; 0; 1; 0)7 şi cu valoarea optimă zo(t) = 4+ 7t. 

Răspuns: (—o00,6) — funcția obiectiv e nemărginită; 
[6,+o00) — {x° = (2; 0; 1; 0)7 este soluţie optimă cu 
valoarea, optimă zo(t) = 4+7£. 


Remarca 3. Algoritmul descris determină intervalele de stabilitate de la 


stinga la dreapta. Evident, el poate fi modificat astfel, ca valorile critice să 
fie determinate şi de la dreapta spre stînga. 


120CAPITOLUL 5. ANALIZA POSTOPTIMIZAŢIONALĂ ŞI PROGRAMAREA LINIA 


Exemplul 2. Să se rezolve problema pentru toate valorile t € R. 


z(x, t) = tau + (2 — tza — Baa + 2tz4 + (1 


TI + T2 — 
— 2m 4 
— 4r 4 


Rezolvare. Rezolvăm PP Le(0). Soluţia ei x° 


acterul optim pe intervalul [to, t1] 


+ 3t)£5 — tag —— max, 


T3 225 Te = 2; 
T 4z3 + z4 = 8, 
- 3x3 I5 Te = 3, 


Il 
Is 
+ 

Il 

| 


0° | ch l\c £B 


= (0; 2; 0; 12; 0, 11)7 îşi păstrează car- 


1-1 0 2 3-1 œ” 
0 2—5 0 10ed 


i do Xa T4 T4 Te 


b 
Olz |2| 1|i]-1 0 2 0 
0 z4) 8| 0-2 41 00 
0 ze| 3| 0—4 30 11 
A, | o| 0-2 5 0-10 
-1l 2 [zə] 2] 1 1—1 of2| 0 
2l 0 {z412 2 of2| 1 40| z°= (0; 
—1|0 |ze|11| 4 0—1 0 9 1| t=t= 
A; 4i 2 0 30 30 ti=t= mi 
A’! < 
į? A |il|-2 0 6 0-6 0| æt)=1 
į; 1 l 1 
H 2 2 


I 
Vom găsi valorile critice ale parametrului t pe intervalul B +00). Introducem în 


bază variabila, x5, deoarece anume pentru coloana a cincea s-a calculat valoarea critică tı. 


1 
Obţinem soluţia optimă z! = (0; 0; 0; 8; 1, 2)7 cu intervalul de stabilitate 3, +00) (t2 = 


Je 


+o, fiindcă A; > 0, j = 1,6). 


<3] ilz; 11/2 1/2 -1/2010 
2l 0ļz4] 8] 0 —2 4 100| Deoarece A” > 0, j = 1,6, 
—1||0|z6| 2|—1/2 —9/2 7/2 0 0 1| rezultă că t2 = t = +00; 
A; 1| 1/2 —3/2 9/2 0 0 0| æt = (0; 0; 0; 8; 1; 2)7; 
A ir 13 3 000| at) =17+1. 
1 


Pentru a explora intervalul ( — œ, -5h alegem în tabelul al doilea alt pivot — în 


: : z 1 
coloana a treia, deoarece anume pentru ea s-a calculat to. Obţinem că ( — 0, -3] este 
= (0; 8 6; 0; 0, 17)7. 


interval de stabilitate pentru x7! 


19 -I| 2]a2] 8| 210 172 40 
0|-5|z3] 6| 101 1/2 20 

-1| oaze] 17] 500 1⁄2 11 
A; |4|- 0 0 -3/2 -30 

A! |-25]-8 00 -3 -180 


Deoarece A! < 0, j = 1,6, 
rezultă că tı = — 00; 

£7! = (0; 8; 6; 0; 0; 17)7; 
z—ı(t) = —25t — 14. 
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Răspuns: Axa numerică e divizată în 3 intervale de stabilitate: 


1 
( o, | £71 = (0, 8, 6, 0, 0, 177, z-1(t) = —25t — 14; 


1 

| x° = (0, 2, 0, 12, 0, 11)7, zot) =11t+4; 
1 
[z +) — æ! = (0,0, 0,8, 1,2)", a(t) =17+1. 


5.2.2 Interpretarea geometrică a cazului 
c(t) =c + te” 


Deoarece c(2) =c + 2c”, c(1)=c + c”, ce(0)=c¢, e(—1)=¢ — c, c(2) = 
œ — 2c", în baza regulii paralelogramului obținem figura 8: 


Figura 8 


Pentru orice t Æ 0, vectorul tc” are originea în punctul O şi extremitatea 
pe MN într-un punct diferit de O, iar c(t) are originea în O şi extremitatea 
într-unul dintre punctele dreptei PQ. Aşadar, toţi vectorii normali ai liniilor 
de nivel ale funcţiei obiectiv au originea în O şi extremitatea pe dreapta ce 
trece prin virful lui č paralel cu c”. 


Vom presupune că poligonul ABCDE (fig. 9) reprezintă domeniul de 
soluţii admisibile. Conform metodei grafice, deplasînd imaginar dreapta de 
nivel paralel ei însăşi în direcţia vectorului c(t) pînă în poziţia limită în care 
mai există puncte de intersecţie cu ABCDE, obţinem punctul de optim. 
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Figura 9 


În situaţia din figura 9, punctul C este de maxim în PPLc(0). La creşterea 
parametrului t, vectorul c(t) va începe să se rotească în jurul punctului O 
în direcţia mişcării acelor ceasornicului. Este evident că pentru o careva 
valoare a parametrului t toate punctele muchiei CD vor fi optime, iar apoi, 
cu creşterea lui t oricât de mult, va fi optim punctul D. La descreşterea 
parametrului t, vectorul c(t) se va roti în direcţia opusă rotației acelor cea- 
sornicului. Pentru o careva valoare a lui t, B va deveni punct de maxim. La 
descreşterea în continuare a parametrului t vom ajunge la situaţia cînd A va 
deveni punct de maxim şi apoi, oricât de mult ar descreşte t, A va rămîne 
optim. Deci există to, ti, tə E€ R, încât axa numerică poate fi divizată în patru 
intervale de optimalitate cu patru puncte distincte de optim: 


(—o0, to] — e optim punctul A; 
[to, ti] — e optim punctul B; 
[t.,t2] — e optim punctul C; 
[t2, 00) — e optim punctul D. 


Dacă în locul poligonului ABC DE am considera o figură nemărginită, atunci 
uşor, în baza considerentelor geometrice, poate fi identificat intervalul în care 
funcţia obiectiv e nemărginită. 

Un tablou similar se observă în cazul unor spaţii de dimensiuni mai mari, 
una, dintre deosebirile esenţiale constînd în aceea că intervalelor vecine de op- 
timalitate nu totdeauna le corespund vîrfuri vecine ale domeniului de soluţii 
admisibile. Geometric, aceasta se explică prin faptul că dacă unei valori 
critice a parametrului îi corespunde o faţă a mulţimii de soluţii admisibi- 
le, atunci trecerea de la un interval la altul poate fi efectuată în mai multe 
moduri, existînd diverse variante de alegere a pivotului în tabelul simplex. 

În continuare, să ilustăm cum ar putea fi adaptată metoda grafică (vezi 
paragraful 2.4) la rezolvarea problemei: 


[A [A (LA 1 
CL + Cora + t(ciza + ch) — max, 


aiT + apr Sb, i=1,m, 
zı > 0, z2 >20. 

Evident, la pasul 2° al algoritmului intervin schimbări legate de parametrizarea 

funcţiei obiectiv. Pe plan se construeiesc doi vectori d = (ch,ch) şi 

c" = (c! cH), pentru c” construindu-se şi dreapta MN care-l conţine. Dacă 
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parametrul t parcurge toate valorile de la —oo la +oo şi ON are aceeaşi 
direcţie ca şi c”, atunci c(t) efectuează o rotaţie de circa 180° în jurul originei 
de la direcţia indicată de OM pînă la cea indicată de ON, c(t) modificîndu-şi 
concomitent şi lungimea. Astfel, c(t), în funcţie de valoarea lui t, va indica 
diferite direcţii, iar respectivele probleme de programare liniară vor avea, în 
general, diferite soluţii, vîrfuri ale poligonului de soluţii admisibile. Rămîne 
numai să clarificăm cum să se determine intervalele de stabilitate ale soluţiilor 
optime. Să fixăm t = 0 şi să determinăm soluţia optimă, să zicem — vîrful 
M,, incident laturilor Mo Mı şi Mı Mə. Vom presupune că latura Mo Mı este 
determinată de inecuaţia axa + ai2£2 < b;. Dacă există o valoare tọ pentru 
care vectorul (as, a;2)7 este coliniar cu vectorul (c), ch)”, atunci pentru acest 
to toate punctele segmentului MoM, sunt soluţii optime ale problemei de 
programre liniară corespunzătoare. Fără a pierde din generalitate vom pre- 
supune că tọ < 0. Aşadar, Mı va fi soluţie optimă pentru oricare dintre pro- 
blemele de programare liniară obţinută pentru t € [to, 0]. Efectuăm o analiză 
similară şi pentru latura Mı Mə. Să zicem că această latură este determinată 
de inecuaţia auzi + arz < bı şi că sistemul afan, ar) = (c + tef, ch + tch) 
are soluţia a > 0,tı > 0. Astfel, pentru t € (to, tı) este optim Mı, pentru 
to sunt optime toate punctele de pe latura Mọ Mı, iar pentru tı — cele de 
pe latura Mı Mə. Continuăm procedeul descris pentru latura MM vecină 
cu Mə, apoi pentru M3Ma ş. a. m. d. Dacă la verificarea coliniarităţii 
pentru vectorul normal al laturii MpMkg+ı obtinem o soluţie a < 0, sau de- 
terminăm că sistemul respectiv este incompatibil, atunci avem un indiciu că 
intervalul corespunzător de stabilitate este nemărginit — [tķ, +00). Un pro- 
cedeu similar se execută şi în direcția opusă pînă cînd se determină intervalul 
nemărginit (—o0,t_„]. De remarcat că pe intervalele nemărginite problemele 
respective de programare liniară pot avea valori nemărginite. 
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5.2.3  Parametrizarea termenilor liberi 


Vom considera problema 


Cr — max, (9) 
Ar = W+b't, 
| r > 0 (10) 


în care b,b” e R”, V > 0; cx E€ R”, A — matrice m x n de rang(A) = 
m; t € R. Condiţia de nenegativitate b' > 0 nu afectează generalitatea, 
deoarece, dacă acest deziderat nu e satisfăcut, restricțiile corespunzătoare 
componentelor negative se înmulţesc cu —1. 

Problema de programare liniară ce reiese din (9)-(10) pentru o valoare 
particulară t € R o vom nota prin PPLb(t). Evident, pentru orice valoare t, 
problemei PPLb(t) îi corespunde o duală de tipul PPLe(t). Deci problema 
parametrică (9)-(10) se soluţionează similar cu problema parametrică (3)— 
(4), divizînd axa numerică în intervale de stabilitate în raport cu o bază 
anumită şi în intervale de incompatibilitate a sistemului de restricţii (10). 


Afirmația 1. Dacă pentru o careva valoare 7 funcţia obiectiv (9) este 
nemărginită pe (10), atunci PPLb(t) nu are soluţie optimă finită nici pentru 
o altă valoare t. 


Adevărul acestei afirmaţii reiese din faptul că restricţiile problemei duale 
nu depind de 7 şi sunt, în acest caz, incompatibile pentru orice t. 

TŢinînd cont de afirmaţia 1, vom presupune că există cel puţin o sin- 
gură valoare tọ pentru care PPLb(tg) are soluţie optimă. Soluţia problemei 
PPLO(t) asociată unei baze B este: 


z(B(t)) = B-(V +6) = BV + Bt = fi + Bi, 


unde 8’, 3” pot fi considerate ca 2 coloane distincte în tabelul simplex re- 
spectiv, ale căror elemente se schimbă după aceeaşi regulă a dreptunghiului. 
Teorema fundamentală a dualității asigură îndeplinirea pentru (9)-(10) a 
teoremelor similare cu teoremele 1-2 (intervalele de nemărginire ale funcţiei 
obiectiv în (3)—(4) fiind substituite cu intervale de incompatibilitate în (9)-— 
(10). 

La alcătuirea algoritmului de soluţionare vom ţine cont atît de coro- 
larele 1-3, reformulate cu corectările de rigoare pentru (9)-—(10), cît şi de 
următoarele afirmaţii. 
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Afirmația 2. Dacă PPLb(t) are soluţie optimă corespunzătoare unei 
baze B*, atunci baza B* este optimă pentru orice t € [t,t], unde: 


—00, dacă p! <0, i=1,m, 
t= i 
= max i — E, în caz contrar, 
î:8:>0 p; ; (11) 
+00, dacă p! <0, î=1,m, 
= 4 
min i — Z, în caz contrar, 
î:B;<0 p; 


(11) se obţine ca soluţie a sistemului de inecuaţii ce asigură respectarea 
condiţiilor de nenegativitate. 


Afirmația 3. Fie că, utilizînd metoda bazei artificiale, s-a determinat 
că pentru valoarea t* problema PPLb(t*) nu are soluţii admisibile şi fie r 
numărul uneia dintre liniile contradictorii pentru care 


Br = B+ Bl > 0, iar arj <0, j=1,n (12) 


(vezi exemplul 5 din paragraful 3.5). În această situaţie, (9)-(10) nu are 
soluții admisibile pentru orice t ce aparține intervalului: 


(= , +00), dacă Br z 0; 
T 
(- A +00), dacă A! >0; 


(= 0, -2 J dacă p! <0. 


Justeţea afirmației 3 apare ca o consecinţă logică din (12). 


Remarca 4. Dacă se determină prin algoritmul simplex dual că problema 
PPLb(t*) nu are soluţii admisibile, atunci toate inegalităţile din (12) şi (13) 
îşi inversează semnele. 


Algoritmul de soluţionare a problemei parametrice (9)-(10) se constru- 
ieşte în baza algoritmului simplex dual. El porneşte cu determinarea bazei 
optime pentru o careva valoare particulară 7. În general, 7 poate fi ales ar- 
bitrar, dar, dacă (9)-—(10) se pune într-un interval mărginit (cel puţin dintr- 
o parte), atunci e raţional a lansa în execuţie procesul calculatoriu de la 
o valoare extremă, pentru a diviza intervalul de variaţie a parametrului t 
într-o singură, direcţie. Fără a pierde din generalitate, vom presupune că 
t € |7,+oo). 
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0° k =0. Rezolvăm PPLb(7) prin metoda bazei artificiale. 
Dacă în PPLb(7) funcţia obiectiv e nemărginită, atunci (9)-(10) nu 
are soluţii admisibile pentru orice valoare t. 
Dacă PPLb(7) nu are soluţii admisibile, atunci se determină linia r 
care satisface condiţiile (12) şi se trece la pasul 2°. 


1° Determinăm intervalul de stabilitate [t,t] (vezi (11)) şi atribuim tą = 
t, tn = t, zë = B' + t8” (8', 8” — coloane în tabelul simplex); c(t) = 
cT ci + tep". 


Dacă tk+ı = +00 (8” > 0), atunci problema parametrică e rezolvată. 
7 7 
Y A — ro . i : s v 
Dacă tk}1 < +00 şi tru = Tg = min i — E, atunci se examinează 
r Êi <0 pi 


linia r a tabelului simplex şi: 


e dacă a,; > 0, j = l,n, atunci, conform algoritmului simplex 
dual şi remarcei 4, (10) este incompatibil pentru orice valoare 
t € [tk+1, +00) şi problema e rezolvată; 


e dacă există cel puţin o componentă a; < 0, atunci, în confor- 
mitate cu algoritmul simplex dual, variabila xj se “introduce” în 
bază; se atribuie k = k + 1 şi se repetă 1°. 


2° Dacă 6” > 0, atunci (10) nu are soluţii admisibile pentru orice 


t € [7,+oo). 
1 
Dacă 8” < 0, atunci 8! + t8” > Dare loc pentru t < t = E 


((10) este incompatibil pe [r,t)); se actualizează tabelul simplex în 
punctul ¢ şi se rezolvă PPLb(t) cu algoritmul simplex dual şi dacă 
PPLb(t) nu are soluţii admisibile, atunci se determină linia contradic- 
torie r (8, = B+ t* 6! < 0, iar an; > 0, j = 1, n) şi se repetă 2°; în caz 
contrar, se trece la pasul 1°. 


Remarca 5. Dacă la pasul 0° se determină uşor soluția dual admisibilă 
iniţială, atunci e convenabil a utiliza algoritmul simplex dual chiar de la pasul 
0°. 

Remarca 6. Trecerea de la pasul 0° la paşii următori totdeauna e însoțită 


de existența unei soluții dual admisibile. 


Remarca 7. Tabelul simplex include în locul coloanei termenilor 
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d 
liberi patru coloane (205p + t6"; -5 la paşii 0°, 2°, şi trei coloane 
(0s; B"; -2) la pasul 1°. 


Exemplul 4. Să se rezolve problema parametrică: 
Z = %1 — T2 + Ia —> MAX, 
221 — Lo T 3T3 = 6— 2t, 


TI + £2 + Ia = 1 t, 
Tı > 0, z2 > 0, £3 > 0, 


în care te R. 
Rezolvare. Vom cerceta mai întîi problema pe [0, +00). Fie 7 = 0. Introducem 
variabilele artificiale z4, £5 şi aducem problema iniţială la forma: 


Zz = £1 — £2 + £3 — Ma — M £5 > max, 


du — £2 + 3£3 + T4 = 6 — 2t, 
ZI + Io + Xa + z5 = 1+ t, 
zı > 0,...,£5 > 0, 


unde M — coeficient de penalizare. 


Alcătuim tabelul iniţial şi rezolvăm PP Lb(0) prin algoritmul simplex primal. 
Pasul 0°. 


1 —1 1 —M|—M 
p: 
CBI £B b' b” |—-—] bo zi z2 Ia Ta] £5 
p! 
—M | z4 6 —2 6 2 —1 1| 0 
—M | as 1 1 1 1 1 1 0| 1 
zi ci | -M M -7M |-3M-—1 I1-4M-1 0'0 
—M | z4 3 —5] 3/5 3 —1 —4 (0) 1 
1| £3 1 1 1 1 d 1 (0) 
zi cj 3M+1|[5M+1 5M+1 M 4M2 0 0 


3 
Deoarece 87 < 0, problema nu are soluții admisibile pe (-o%, =). 


Vom actualiza tabelul simplex pentru t = 3/5 şi vom rezolva prin algoritmul simplex 
dual problema respectivă 


1 —1 1-M 
6i 3 
o 1 m_i ia îi 
0*| cB|£B b b A (3) zı To £3 T4 
-M| ra 3| —5 0 ||-1 —4 0 1 
1| 23 1 1 8/5 1 1 1 0 
8 
Zj—Cj |-3M+1|5M+1 Ei M 4M+2 0 0 
2910] Iaz —3 5]3/5(= 5| 0 1 4 0|Pe [to, t1] =[3/5, 1] solu- 
1| £3 —4| 1(=0 | 8/5 0  |-3| 1l|ţie optimă este 
Zj — Cj 1 1 8/5 0 2 Oa” = —3+5t; 0; 4—4t)T 
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3 
Deoarece ppro(Ș) are soluţie optimă finită, determinăm intervalul respectiv de opti- 


malitate conform formulelor (11): fto, ti] = [t,t] = E 1]. Trecînd la pasul 1°, o coloană 


b(t) poate fi suprimată şi, actualizînd tabelul respectiv cu pivotul —3, obţinem: 


IJ- I 
B! 
CB | £B b b” -gy zi | £2 £3 
Ile 73-137} 1| 0 | 4/3] [t,t] = [1 7]; 
1 7 1 4 ii 
—1 | z2 | —4/3 4/3 (0) 1 1/3 |x = (3 ab a 0) ; 
11 ”5 
zj=cj | 11/3 | -5/3 ojo | 243| a0)= 5- 5t 


Întrucît prima linie, pentru care s-a calculat t, nu are elemente negative (aij > 0), pe 
intervalul (t2, +00) = (7, +00) problema inițială nu are soluții admisibile. 
3 
Răspuns: ( — o, =) — problema, nu are soluţii admisibile; 
3 
E 1] — x° = (3+ 5t,0,4— 4t)", zo(t)=1+t; 


5’ 
De d cdi E S a 
— pl = [Ei a E S amS hi =; = — — —[: 
[1,7] — z (3 zt = + 350) z(t) = t 


(7, +00) — problema nu are soluţii admisibile. 


5.2.4 Interpretarea geometrică a cazului 
b(t) =b + to” 


Vom cerceta cazul în care sunt date numai două (m = 2) restricţii. Fie: 


iar K = {atz +--- + az|zi > 0,..., £n > 0} — conul generat de vectorii 
al,..., a”. Sistemul de restricţii are soluţii pentru o careva valoare t, dacă 


vectorul respectiv al termenilor liberi b(t) aparţine conului K (fig. 10). 
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Figura 10 


Orice doi vectori a, a°, al căror con conţine vectorul termenilor liberi, 
formează o bază admisibilă. 


Să extindem sistemul de restricţii cu ecuaţia: 


iti t sta ki: Fiaip = 2 


şi fie 
Ci C2 Cn Z 
n 1 A 
A = lau |, A = |a], , A” = |an „B(t) = + tbi 
1 A 
Q21 Q22 An2 b3 T tbs 


B(t) este un plan format de dreptele ce trec prin extremitatea vectorului b(t), 
paralel axei Oz. 


PPLb(t) are soluţie optimă pentru valoarea 7 dacă conul K, generat de 
vectorii Al, A?,..., A”, se intersectează cu dreapta B(t) (fig. 11). 


Figura 11 


Soluţia. optimă a problemei corespunde punctului superior de intersecţie a 
dreptei B(7) cu conul K. Schimbarea valorii parametrului t duce la deplasarea 
punctului superior. Dacă M nu e plasat pe muchia conului, adică dacă soluţia 
nu e nedegenerată, atunci la modificări mici ale parametrului t rămînem pe 
aceeaşi faţă a conului K şi, ca rezultat, baza optimă rămîne neschimbată. 
Schimbarea de mai departe a lui t poate duce la plasarea punctului M pe 
muchia conului K, soluţia problemei respective fiind degenerată. Schimbarea 
în continuare a parametrului t va plasa M pe o altă faţă a lui K. În aşa fel, 
toată axa numerică se împarte în intervale de optimalitate. Dacă vectorul b(t) 
iese din conul K, atunci în intervalul respectiv nu există soluţii admisibile. 


Capitolul 6 


Probleme de transport 


Metoda simplex rezolvă orice program liniar într-un număr finit de 
iterații. Totuşi există clase de probleme cu proprietăţi specifice ale matricei 
sistemului de restricţii pentru care utilizarea fără modificări a acestei metode 
e un lux irațional, şi chiar de prisos. În atare situaţii, ori metoda simplex 
poate fi simplificată radical, ori există alte metode mult mai bune. 

În continuare vom cerceta problema de transport, o problemă specifică cu 
conţinut practic suficient de cuprinzător, pentru care există metode eficiente 
de rezolvare. 


6.1 Formularea problemei. 
Elucidarea proprietăţilor de bază 


In m centre de depozitare, numerotate 1, 2, ..., m, este stocată marfă 
omogenă în cantităţile a1, a2, ..., Qm, respectiv. Există n centre de con- 
sum, numerotate 1, 2, ..., n, care solicită marfa în cantităţile b1, b2, ..., On, 


respectiv. Cunoscînd tarifele de transport c;; de la centrele de depozitare 
i (i = 1,m) la consumatorii j (j = 1,n), să se determine planul de transport 
ij (i = 1,m, j = 1,n) pentru care se satisfac toate cererile şi se epuizează 


toate disponibilităţile, iar cheltuielile totale de transport sunt minime!. 


Modelul matematic al acestei probleme (vezi paragraful 1.2) poate fi scris: 


1Problema de transport poate fi pusă şi în raport cu alte criterii, cum ar fi, de exemplu, 
criteriul timpului. 
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5 CijTij ——> min, (1) 
i=1 j=1 
S =A eE m, 
j=1 
EZ bj, J = 1l,n, (2) 
i=1 


Tij > 0, i=1,m,j=l,n. 


În (2) avem un sistem din m+n ecuaţii liniare şi mn variabile, fiecare variabilă 
x; conţinîndu-se, cu acelaşi coeficient 1, exact în numai 2 ecuaţii. 

Orice soluţie? X = [x] a sistemului de ecuaţii (2) e numită plan de 
transport. Planul X* pentru care funcţia obiectiv (1) îşi atinge valoarea 
minimă se numeşte plan optim. 


Evident că disponibilul total în centrele de depozitare este a = Sas 


i=1 
m 


jar cererea totală în centrele de consum este b = Di bj. Dacă cererea totală 
j=1 

b), atunci (1)-(2) e numită problemă 

)—(2) e numită problemă neechilibrată 


este egală cu disponibilul total (a = 
echilibrată (închisă), în caz contrar, (| 
(deschisă). 


Teorema 1. Problema de transport (1)-(2) are plan optim dacă şi numai 
dacă este echilibrată. 


_ Demonstraţie. Necesitate. Vom presupune că (1)-(2) are soluţie optimă. 
In acest caz, problema nu poate fi neechilibrată, deoarece dacă a Æ b, atunci, 


m n 

adunînd primele m ecuații, 5 N ty = a, iar adunînd ultimele n ecuatii, 
i=1 j=1 

m n 

$ Yoa = b, obţinîndu-se contradicţia: 

i=1 j=1 


YY zu =azb= 5 y ty 


i=1 j=1 i=1 j=1 


2În cadrul acestui capitol prin X notăm o soluţie a sistemului de restricții, şi nu dome- 
niul de soluții admisibile. 
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a;bj a,b; 


Suficienţă. Fie a = b. Atunci x; = — = DA (i = 1,m, j = 1,n) este 
a 
plan al problemei (1)-(2), deoarece: 
n n ;b 1 n 
a i = ip dubii F b = a;, r= 1,m, 
j=1 j=1 j=1 


X 
= 
| 
=) 
= | 
Ati 
| 
Sa 
| = 
E 
| 
[mai 
= 
| 
Q 
| 
[mai 
= 
Q&Q 
| 
TE 
z 


Deci (1)-(2) are soluții admisibile. Mulțimea soluțiilor admisibile este 
mărginită, deoarece 0 < z;; < a pentru orice i, j. Potrivit teoremei Weier- 
strass, (1)-(2) are valoare optimă finită şi plan optim de transport. 


Din demonstraţia teoremei 1 reiese că rangul matricei A a sistemului de 
ecuaţii (2) nu depăşeşte m+n—1. Ordonînd variabilele £11, £12, ---, Zin, T21, 
lesne observăm că rangul matricei A chiar coincide cu m+n —1. Într-adevăr, 
matricea A are forma: 


) 


11...1 00...0 ... 00...0 
00...0 11...1 ... 00...0 
m 
aT | 00...0 00...0 11...1 | 
| 10...0 10...0 ... 10...0 | 
01...0 01...0 ... 01...0 
n 
| 00...1 00...1 ... 00...1 | 
şi rangul ei este egal cu m+n-— 1, deoarece, după suprimarea ultimei linii, mi- 
norul format din coloanele An, Aon, ---, Amn, A 
A9, ..., Anca are valoarea egală cu 1. Deci e adevărată: 


Teorema 2. Matricea sistemului de ecuații al problemei de transport 
(1)-(2) are rangul egal cu m+n- 1. 


Conform teoremei 1, o problemă neechilibrată nu are soluţie. Totuşi, 
atît practic, cât şi teoretic, asemenea situaţii nu rămîn neelucidate. Ele sunt 


“Teorema Weierstrass. Orice funcţie continuă definită pe o mulţime închisă şi 
mărginită X îşi atinge valorile globale maxime şi minime în puncte interioare sau de 
frontieră ale mulţimii X. 


sisa Liny Valy =s 


Vy Tmn, 
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reduse elementar la cazul echilibrat prin introducerea unui centru fictiv de 
depozitare m + 1 cu disponibilul ama = b— a, dacă b > a, sau prin introduc- 
erea unui centru fictiv de consum n + 1 cu cererea bu = a — b, dacă a > b. 
Tarifele de transport pentru centrele fictive sunt nule. 

Aşadar, la soluţionarea unei probleme de transport mai întîi trebuie de 
verificat dacă problema este sau nu echilibrată. Dacă ea nu-i echilibrată, se 
echilibrează prin introducerea unui centru fictiv de depozitare, dacă b > a, 
sau prin introducerea unui centru fictiv de consum, dacă a > b, tarifele de 
transport pentru centrul fictiv fiind nule. După echilibrare se purcede la 
rezolvarea problemei sau prin metoda simplex, sau prin oricare altă metodă 
care ţine cont de specificul problemei. În ultimul caz, soluţia (planul optim) 
se obţine prin transformarea tabelelor de transport care corespund trecerii 
de la un plan de transport la alt plan de transport, dar, ca şi în cazul general, 
planul optim este căutat printre soluţiile admisibile de bază (planele de bază). 
Un tabel de transport reuneşte matricea tarifelor şi planul de transport avînd 
următoarea, formă: 


a=b bi bə a bn 
Ci C12 Cin 
a1 XI T12 e Lin 
C21 C22 Can 
a2 T21 T22 DP Tən 
Cm1 Cm2 Cmn 
Am Iml I'ma SR Imn 


Deoarece rangul matricei sistemului de ecuaţii din (2) este egal cum + n — 1, 
orice plan de bază are m + n — 1 componente de bază, care şi se evidenţiază 
scriind valorile lor în tabel (inclusiv zerourile). Deci un tabel de transport ce 
corespunde unui plan de bază are m +n — 1 celule ocupate şi (m — 1)(n — 1) 
celule libere. La verificare suma numerelor din celulele ocupate ale fiecărei 
linii a tabelului de transport trebuie să fie egală cu disponibilul centrului de 
depozitare respectiv, iar suma numerelor din fiecare coloană a tabelului de 
transport trebuie să fie egală cu cererea centrului de consum respectiv. 
Problema poate fi soluţionată sau prin metode care nu cer determinarea 
prealabilă a unui plan de bază iniţial, sau prin metode care, ca şi în cazul 
general, necesită determinarea unui plan de bază iniţial. În continuare prin 
plan de transport vom înţelege anume o soluţie admisibilă de bază şi vom 
examina doar metode care cer determinarea unui plan iniţial de transport. 
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Planul de transport care conţine exact m + n — 1 valori pozitive şi (m — 
1)(n — 1) valori nule se numeşte plan de transport nedegenerat, sau pur şi 
simplu plan de transport. Planul de transport care conţine mai mult decât 
(m — 1)(n — 1) componente nule se numeşte plan de transport degenerat. 


6.2 Metode de determinare a planului iniţial 
de transport 


Metodele de determinare a planului iniţial de transport folosesc intrinsec 
următorul procedeu de completare a unei celule arbitrare (i, j) (de iniţiere a 
variabilei z,;) a tabelului de transport. 


1° Variabilei z,, i se atribuie valoarea 
Tij = min{a;, bi}, 
care se scrie în celula (i, j) a tabelului de transport. 


2° Dacă a; < bj (£i; = ai), atunci: disponibilul centrului de depozitare i 
devine nul (a; = 0); linia i se suprimă; cererea centrului de consum j 
se micşorează, devenind egală cu bj — a;i. 


3° Dacă a; > bj (£i; = bj), atunci: cererea centrului de consum j devine 
nulă (b; = 0); coloana j se suprimă; disponibilul centrului de depozitare 
i se micşorează, devenind egal cu a; — bj. 


4° Dacă a; = bj (£i; = a; = bj), atunci: disponibilul centrului de depoz- 
itare į şi cererea centrului de consum j devin nule (a; = b; = 0); se 
suprimă concomitent atît linia i, cît gi coloana J; dacă în tabel sunt ocu- 
pate mai puţin decît m + n — 1 celule, atunci într-una dintre celulele 
libere, din linia i sau din coloana j, se scrie un zero “activ” (e raţional 
să se scrie în celula cu tarif minim). 


Remarca 1. Procedeul completează celula (i,j) cu valoarea Zij = 
min{a;, bj}; suprimă sau linia i, sau coloana j, sau linia şi coloana de- 
opotrivă; modifică a; şi bj. 

Începînd cu tabelul iniţial gol (planul nul), se repetă de m + n — 2 ori pro- 
cedeul descris, ajungîndu-se la un tabel ce conţine o singură celulă nesupri- 
mată, adică se ajunge la o problemă cu un centru de depozitare şi cu un cen- 
tru de consum pentru care coincid disponibilul şi cererea. Completind ultima 
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celulă, concomitent se satisface cererea ultimului consumator şi se epuizează 
disponibilul ultimului centru de depozitare. Deci în urma a m + n — 1 paşi 
se determină planul iniţial de transport X = [z,,]- 

În funcţie de strategia de selectare a celulei de completat deosebim 
următoarele metode de determinare a planului iniţial de transport: 


1. Metoda colțului nord-vest. La fiecare pas se completează celula 
nord-vest a tabelului curent. Metoda e numită şi metodă a diagonalei, 
deoarece porneşte din colţul stîng de sus (celula variabilei x11) şi se 
opreşte în colţul drept de jos (celula variabilei £mn). 


2. Metoda costului minim. La fiecare pas în tabelul curent se com- 
pletează una dintre celulele cu tarif minim. 


Vom ilustra metodele prin două exemple: 
în primul — cazul problemei nedegenerate; 


în al doilea — cazul problemei degenerate. 


Exemplul 1. În 3 depozite este stocată marfă omogenă: 100 t în depozitul 1, 50 t 
în depozitul 2 şi 70 t în depozitul 3. Această marfă e solicitată de 3 consumatori. 60 t 
cere primul consumator, 70 t — al doilea, 90 t cere al treilea consumator. Cheltuielile 
de transport a unei tone de marfă de la primul depozit la consumatori constituie 3, 4, 
7 unităţi băneşti, respectiv; de la depozitul 2 la consumatori — 1, 3, 5 unităţi băneşti, 
respectiv; de la depozitul 3 la consumatori — 2, 4, 5. 

Să se alcătuiască planuri de transport (planuri iniţiale) prin metoda colţului nord-vest 
şi prin cea, a costului minim. Să se calculeze cheltuielile totale de transport. 


Rezolvare. Alcătuim tabelul iniţial. Remarcăm în prealabil că problema este echili- 
brată — disponibilul total este egal cu cererea totală (a = b = 220). 


220 60 70 90 
3 4 7 
100 
1 3 5 
50 
2 4 5 
70 


4Prin tabel curent se înţelege tabelul format din celulele nesuprimate. 
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Metoda colțului nord-vest. La primul pas se ocupă celula variabilei za cu valoarea 
za = min{60; 100); aı = 100 — 60 = 40; bı = 0 şi se suprimă prima coloană”. 


220 || 8-0 70 90 
3 4 7 
40 TOQ || 60 
1 3 5 
50 
2 4 5 
70 


La al doilea pas se completează celula variabilei x12 (colțul nord-vest al tabelului curent) 
cu valoarea z2 = min{40; 70} = 40; b2 = 70 — 40 = 30; aı = 0 şi se suprimă prima linie. 


220 o~ 0 | 70 30 90 
3 4 7 
0 20 Tea. || 60 40 
1 3 5 
50 
2 4 5 
70 


Completăm celula variabilei £22 cu valoarea z22 = min{50; 30} = 30; a2 = 50 — 30 = 20; 
b> =0 şi suprimăm coloana a doua. În consecinţă obtinem: 


220 || œ 0 | D300 | 90 
3 4 7 
0 20 TOA 60 40 
1 3 5 
20 50 30 
2 4 5 
7O 
Completăm celula variabilei zə3 cu valoarea z3 = min{20;90} = 20; 


b3 = 90 — 20 = 70; a2 = 0 şi suprimăm linia a doua. Obţinem tabelul: 


220 D~ 0 | 70=-30-0 | 98 70 
3 4 T 
0 20 TOO 60 40 
1 3 5 
0 20-50 30 20 
2 4 5 
70 


La ultimul pas completăm singura celulă nesuprimată (3,3) cu valoarea x33 70; a3 0; b3 


5Coloana (linia) suprimată poate fi evidențiată printr-o linie punctată la un capăt al 
căreia se scrie numărul pasului la care a avut loc suprimarea. 
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0 şi suprimăm atît linia a treia, cât şi coloana a treia. 


220 DO 0 | 70=30-0 | D~n 700 
3 1 T 
0 20 TOE 60 40 
1 3 5 
0 20~ 50n 30 20 
2 4 5 
0 70 70 


Acum putem să restabilim disponibilităţile iniţiale ale depozitelor şi cererile iniţiale 
ale consumatorilor pentru a putea verifica planul obţinut, comparînd sumele valorilor din 
linii cu disponibilităţile respective şi sumele valorilor din coloane cu cererile respective. 


220 60 70 90 
3 4 7 
100 60 40 
1 3 5 
50 30 20 
2 4 5 
70 TO 
Cheltuielile de transport totale pentru 
60 40 0 
X = 0 30 20 
0 0 70 


sunt egale cu z1 = 60 - 3 + 40 - 4 + 30 -3 +20- 5+ 70.5 = 880. 


Metoda costului minim. În tabelul inițial alegem celula cu tarif minim: ca = 1. 


În celula variabilei > scriem valoarea za = min{50; 60}. Schimbăm cererea primului 
consumator: bı = 60 — 50 = 10. Indicăm că oferta depozitului al doilea s-a epuizat: 
a2 = 0, şi suprimăm linia a doua. 


220 || 50~ 10 70 90 
3 4 7 
100 
1 3 5 
056 || 50 
2 4 5 
7O 


La pasul al doilea completăm celula variabilei £31, deoarece anume ea are costul minim 
în tabelul curent. Scriem în celulă z31 = min{10; 70} = 10. Disponibilul depozitului al 
treilea îl egalăm cu az = 70 — 10 = 60; indicăm că consumatorului întîi i-a fost satisfăcută 
cererea: bı = 0; suprimăm prima coloana. Obţinem tabelul: 


220 || BET 0 | 70 90 
3 4 7 
100 
1 3 5 
0 50 50 
2 4 5 
60 70~ 10 
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La pasul al treilea sunt două celule cu tarif minim c12 = c32 = 4. Întrucât în asemenea, 

cazuri celula ce urmează a fi ocupată se alege la întîmplare, vom completa celula variabilei 
zı2 cu valoarea x2 = min4100; 70} = 70. Disponibilul depozitului întîi îl egalăm cu 
a = 100 — 70 = 30; cererea consumatorului al doilea o egalăm cu b> = 0; suprimăm 
coloana a doua. 


220 || BT 0 | 7% 0 90 
3 1 T 
30 TOQ 70 
1 3 5 
0 50= 50 
2 4 5 
60 70~ 10 


În celula cu cost minim c33 = 5 scriem valoarea £33 = min460; 90} = 60. Egalăm b3 = 
90 — 60 = 30, a3 = 0 şi suprimăm linia a treia. Obţinem tabelul: 


220 || œ~ T~ 0 | 790 Jo~ 30 
3 4 T. 
30 TOA 70 
1 3 5 
0 50 50 
2 4 5 
0 60-70 10 60 


La ultimul pas completăm celula variabilei x13 = 30. Egalăm aa = b3 = 0 şi suprimăm 
atit prima linie, cât şi coloana a treia. 


220 || œ~ T~ 0 | 7-0 90-30 0 
3 4 7 
0 30~ TOA 70 30 
1 3 5 
0 50~ 50 
2 4 5 
0 69 7n 10 60 


Restabilind disponibilităţile şi cererile iniţiale, obţinem tabelul: 


220 60 70 90 
3 4 7 
100 70 30 
1 3 5 
50 || 50 
2 4 5 
70 10 60 


Acestui tabel îi corespunde planul 


X°’ =| 50 0 0 
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cu cheltuieli totale z2 = 50: 1 + 10 -2 + 70 -4+ 30.7 +60.5 = 860. 


Remarca 2. De regulă, planul inițial calculat prin metoda costului minim 
este mai apropiat de planul optim, deoarece metoda ţine cont de costurile de 
transport, spre deosebire de metoda colțului nord-vest. Totuşi există exemple 
în care situația este inversă. 

Pentru a demonstra afirmaţia din remarcă, să mai rezolvăm încă o dată problema 


precedentă prin metoda costului minim, completînd la pasul al treilea celula variabilei 
£32. Obţinem tabelul final: 


220 | œ~ w~ 0 | W~- w 0 Æ 0 
3 4 7 
0 D~ TOA 10 90 
1 3 5 
0 5e= 50 
2 4 5 
0 Ge 70 10 60 
căruia îi corespunde planul 
0 10 90 
X’=| 5 0 0 
10 60 0 


cu cheltuieli sumare z3 = 10 -4 +90.7 +50.-1+10.2 +60.4 = 980, mai mari decît 
cheltuielile z1 = 880, necesare la realizarea planului X!, determinat prin metoda colțului 
nord-vest. 

Răspuns: Am determinat trei planuri: 

1) Xt cu cheltuieli z1 = 880 prin metoda colțului nord-vest; 


2) X? cu cheltuieli z2 = 860 şi X? cu cheltuieli z3 = 980 prin metoda costului minim. 


Remarca 3. În exemplul 1 în scopuri ilustrative am folosit mai multe 
tabele ce prezintă situaţia după fiecare pas. Un lux de prisos! Rezultatele 
tuturor paşilor pot fi scrise şi într-un singur tabel. 


Exemplul 2. Un produs omogen se fabrică în 3 centre de producţie în cantităţi de 50, 
50, 100 şi se consumă în 3 centre în cantităţi de 50, 70, 50, respectiv. Cunoscând tarifele 
de transport: 
3 
5 
3 


să se determine planurile iniţiale de transport prin metoda colţului nord-vest şi prin cea a 
costului minim. Să se calculeze cheltuielile de transport. 


4 2 
C= 71], 
2 6 


Rezolvare. Verificăm dacă problema este sau nu este echilibrată: 


a = 50 + 50 + 100 = 200, 
b = 50 + 70 + 50 = 170. 
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Deoarece a > b, introducem un centru fictiv de consum cu cererea a4 = a — b = 200 — 170 = 30 


şi cu tarife de transport nule. 
Alcătuim tabelul iniţial. 


200 50 7O 50 30 
3 4 2 0 
50 
5 7 I 0 
50 
3 2 6 0 
100 


1. Metoda colțului nord-vest. La primul pas se ocupă celula din stînga de sus, adică celu- 
la variabilei zi cu valoarea x = min{50; 50} = 50. Deoarece concomitent se epuizează 
rezerva de produs a primului centru de producție şi se satisface cererea primului centru 
de consum, egalăm a = 0 şi bı = 0; suprimăm concomitent atît prima linie, cît şi prima 
coloană. Intrucît în tabel numărul de celule ocupate este mai mic decît m+n— 1 = 6, con- 
form procedeului de completare a celulei, mai ocupăm cu un zero “activ” celula variabilei 
zı4, care are tariful minim c14 = 0. Obţinem tabelul: 


200 50~ 0 70 50 30 
3 4 2 9) 
0 50 50 0 
5 T 1 0 
50 
3 2 6 (0 
100 


În acest tabel completăm celula variabilei £22 (colțul stîng de sus) cu £22 = min{50; 70} = 50. 
Egalăm: bə = 70 — 50 = 20; a2 = 0, şi suprimăm linia a doua. 


200 D~ 0 TA 20 50 30 
3 4 2 0 
0 50~ 50 0 
5 T 1 0 
0 50 50 
3 2 6 0 
100 


În continuare în tabelul obţinut efectuăm operaţiile respective şi obținem tabelul final: 


200 || 5e= 0 | 77300 | æo | 30-0 
3 4 2 0 
ose || 50 0 
5 7 I 0 
0 50 50 
3 2 6 0 
0 30 BO 00 20 50 30 


Planul de transport obţinut 


50 0 0 0 
X= 0 50 0 0 
0 20 50 30 
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este degenerat, deoarece una dintre variabilele de bază este nulă (x14 = 0). Cheltuielile de 
transport pentru acest plan sunt: 
2 = 50:3+50:7+20.2+ 50 - 6 = 840. 


2. Metoda costului minim. Efectuăm toate operaţiile într-un singur tabel, alegînd la 
fiecare pas pentru completare celula cu cost minim; obţinem următorul tabel: 


200 D~ 0 TA 0 5A- 0 30 0 
3 4 2 (0 
0 50~ 50 0 
5 7 1 0 
0 50 50 
3 2 6 0 
0 Te TA || 0 70 30 


Celulele variabilelor de bază au fost completate în următoarea ordine: 
pasul 1: £34 = 30, deoarece c34 = 0 (= min c,;); se suprimă coloana a patra; 
pasul 2: £23 = 50, deoarece c23 = 1(= min c;; în tabelul curent) şi din cauză că se suprimă 
deopotrivă şi linia 2, şi coloana 3, iar în tabel încă nu sunt ocupate m +n — 1 = 6 
celule, mai scriem un zero “activ” în celula, variabilei £13; 
pasul 3: £32 = 70, deoarece c32 = 2 (= min c;;) şi din cauză că se suprimă concomitent şi 
linia 3, şi coloana 2, în tabel fiind ocupate numai 4 
(< m+n — 1 = 6) celule, mai scriem un zero “activ” în celula variabilei x31; 
pasul 4: se completează ultima celulă (a sasea) a tabelului curent cu 
LIU = 50. 
Observăm că planul de transport obţinut 
50 0 0 0 


X" = 0 0 50 0 
0 70 0 30 


de asemenea e degenerat, întrucât două variabile de bază sunt nule, şi anume: £31 = £13 = 0. 
Planul de transport X” se realizează cu cheltuielile de transport 2” = 50-3+50-1+70-2 = 
340. 

Răspuns: Am determinat: 


1) planul iniţial X’ cu cheltuieli z” = 840 prin metoda colţului nord-vest; 


2) planul iniţial X” cu cheltuieli 2” = 340 prin metoda costului minim. 


6.3 Trecerea de la un plan 
la altul îmbunătăţit 


Vom considera problema de transport şi vom presupune că a fost deter- 
minat planul iniţial de transport. In metoda simplex (vezi paragraful 3.1) 
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trecerea. de la o soluţie admisibilă de bază la altă soluţie admisibilă de bază 
se efectuează prin transformările simplex. Evident că şi în cazul problemei de 
transport poate fi utilizat acelaşi procedeu. Dar totuşi, dacă se ţine cont de 
specificul problemei, o trecere de la un plan de transport la altul poate fi efec- 
tuată mult mai simplu, şi anume — în baza noţiunii de ciclu. În continuare 
vom ilustra acest lucru. 


6.3.1  Cicluri 


Vom numi ciclu de redistribuire, sau pur şi simplu ciclu, o consecutivitate 
de variabile (celule) cu următoarele proprietăţi: 


a) numai o variabilă (celulă) din ciclu este liberă, celelalte sunt variabile 
de bază (celule ocupate); 


b) orice linie sau coloană a matricei X (a tabelului de transport) ori nu 
conţine variabile (celule) din ciclu, ori conţine exact două variabile 
(celule); 


c) dacă începînd cu o variabilă (celulă) din ciclu vom trece la altă vari- 
abilă (celulă) din ciclu, consecutiv după linia sau coloana respectivă 
a matricei X (a tabelului de transport), după un număr finit de paşi 
revenim la variabila (celula) iniţială. 


Conform definiţiei, ciclul corespunzător variabilei libere z,;,;, poate fi 
reprezentat ca o consecutivitate de variabile de forma: 


Tiijis Lirjas Viaja, Viajay -+ -, Pizda Xinji 


sau de forma: 
Ziijis inj Tizjas Tisjas ++, Tikjpy iii» 
în care k > 2 şi numai două variabile vecine se află sau în aceeaşi linie, sau 
în aceeaşi coloană, prima şi ultima variabilă aflindu-se, de asemenea, sau în 
aceeaşi coloană, sau în aceeaşi linie. 
Ciclul se mai reprezintă şi ca o consecutivitate de indici ai variabilelor 
(celule ale tabelului) din ciclu sub forma: 


(ii, ju), (i1, J2), (i2, j2), (i2, j3), e. (ik, j1) 
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sau sub forma: 


(în, ji), (i2, j1), (i2, j2), (i3, j2), sa east (i1, În), 


unde k > 2. 

Dacă în tabelul de transport componentele vecine din ciclu le vom uni cu 
un segment de dreaptă, vom obţine imaginea geometrică a ciclului — o linie 
frîntă. închisă formată din segmente verticale şi orizontale succesive, un virf 
al căreia este situat într-o celulă neocupată, iar restul — în celule ocupate. 

Se observă că ciclul corespunzător unei variabile libere are un număr par 
de elemente nu mai mic decât patru. 

Poate fi demonstrată următoarea teoremă. 


Teorema 1. Într-un plan (tabel) de transport oricărei variabile (celule) 
libere îi corespunde un singur ciclu. 


De regulă, ciclul se construieşte în tabelul de transport prin marcări al- 
ternative începînd cu celula liberă, în care se scrie semnul “+”. Următoarea 
celulă, vecină după linie sau coloană, se marchează cu semnul “—”, apoi, 
succesiv, urmează din nou semnele “+” şi “—”, pînă cînd se revine la celula 
iniţială. Deoarece orice ciclu are un număr par de componente, la reîntoarcere 
celulei libere i se atribuie din nou semnul “+”. 

Remarca 1. Nu vom expune metode speciale de identificare a ciclului. 
De regulă, el se construieşte începînd cu atribuirea semnului “+” celulei libere 
şi prin probe şi erori succesive continuă pînă cînd se revine la celula iniţială. 


Mişcarea în tabel e asemănătoare mişcării turnului pe tabla de şah, păşindu- 
se numai în celulele ocupate: fie numai pe verticală, fie numai pe orizontală. 


Exemplul 1. Să se construiască, ciclurile pentru celulele libere ale planului iniţial de 
transport determinat prin metoda colţului nord-vest în primul exemplu al paragrafului 
precedent. 


Rezolvare. Pentru 4 celule libere ciclurile corespunzătoare arată în felul următor: 


3 4 7 
3 4 7 
60 40 60 40 
1 3 5 i 7 = 
30 20 30 20 
2 4 5 3 I z 
70 70 
+ = 
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3 4 7 3 4 7 
60 40 60 40 

1 3 5 — + 
30 20 1 3 5 

S + 4 z 

2 4 5 30 20 
+ =, 2 4 5 

70 70 


Remarca 2. În probleme cu dimensiuni m şi n mari ciclurile pot avea 
cele mai variate forme, corespunzător varietăţii largi de linii frînte închise ce 
pot fi construite din segmente orizontale şi verticale alternative, plasate la 
niveluri orizontale şi verticale diferite. Exemplele de mai jos ilustrează cele 


9] h CER] 


6.3.2  Redistribuirea valorilor în ciclu. 
Estimaţii 


Vom presupune că pentru celula variabilei libere z;,;, a fost construit de- 
ja ciclul adecvat prin atribuirea semnelor “+” şi “—”. Vom marca cu semnele 
“+” si “—” nu numai celulele din tabel, dar şi variabilele corespunzătoare. 
Ca rezultat, ciclul care corespunde celulei libere x; se reprezintă în felul 
următor: API Tija Toa -<3 Tij Unde Tij = 0, ceea ce nu exclude posi- 
bilitatea că şi careva variabile de bază sunt nule, în cazul planurilor degen- 
erate. 


Introducînd notația Jr = j1, obţinem: 


njij T Cijatuja T Ciaja Vizja 


ikji 


Ziiji =G, + Aa GE Cip Ë 


k 

Z Font 2 pe 

ai > (câ, + Cita baiat 
l=1 


E lesne de înţeles că modificarea valorilor variabilelor din ciclu modifică 
atît valoarea funcţiei z;,j,, cât şi cheltuielile sumare de transport. 
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Fie © = mini zi,» To beai ae En d ata Ti) şi vom presupune că 
minimul se atinge numai pentru un singur element. Vom schimba valorile 
variabilelor din ciclu prin următorul procedeu, numit redistribuire a valorilor 
în ciclu: valorile variabilelor marcate cu “+” le mărim cu numărul ©, iar 
valorile variabilelor marcate cu “—” le micşorăm cu ©. 

Ca rezultat al acestui procedeu, celula liberă se ocupă cu 9, iar celula pen- 
tru care se atinge minimul se eliberează, păstrîndu-se astfel intact numărul 
de celule ocupate în planul dat (m + n — 1). Deoarece în linii şi coloane sunt 
cîte 2 elemente, echilibrul necesar se păstrează (cât se scade atît se adună), 
obţinîndu-se un nou plan de transport. Dacă © = 0, celula liberă se ocupă 
cu un zero “activ” (bazic), iar celula în care se atinge minimul se eliberează 
(în ea nu se scrie nimic). 

Dacă minimul © se atinge pentru mai multe elemente, dintre ele se 
eliberează celula cu tarif maxim, iar în restul celulelor (pentru care se atinge 
minimul O) se scriu zerouri “active” pentru a păstra intact numărul de celule 
ocupate (m +n — 1), corespunzător numărului variabilelor de bază. 

După redistribuirea valorilor în ciclu, funcţia z; j arată în felul următor: 


k 
Zij == > le, (zi, + ©) gz Cirpi C zz ©)] 72 


k k k 
A B aa E ta z = 
= Zij + 9 Bo Ciji ) = Zi t 9 © irj y ca) 
ZI 1=1 ji 
. u * 
= Zig, +OAin, adică zj = Zaj Ft OA (1) 


k k 
=> ` + -5 j - 
Aij E Ci Ciji’ (2) 
Į=1 [=l 


Numărul A}; se numeşte estimaţie a variabilei £; j. 

Evident că în urma, redistribuirii valorilor în ciclu cheltuielile totale de 
transport se micşorează cu |OA;,,| dacă A;,;, < 0, se măresc cu 9A;,;, dacă 
Anj > 0, şi rămîn neschimbate dacă OA, =0. 


Teorema 2. Dacă pentru un plan de transport X există o variabilă 
liberă x; cu estimaţia A; < 0, atunci printr-o redistribuire a valorilor în 
ciclul respectiv se trece la un plan îmbunătăţit, pentru care valoarea funcţiei 
obiectiv (cheltuielile de transport) se schimbă cu OA,;. 


Demonstrația reiese din cele expuse anterior şi din relaţia (1). 
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Remarca 3. Din (2) reiese că estimaţia unei variabile libere este egală 
cu diferenţa dintre suma tarifelor celulelor marcate cu “+” şi suma tarifelor 
celulelor marcate cu “—”. 


Exemplul 2. Să se calculeze toate estimaţiile variabilelor libere ce corespund plan- 
ului de transport din exemplul 1 şi, dacă există o estimaţie negativă, să se efectueze o 
redistribuire a valorilor în ciclu pentru unul dintre ciclurile ce corespund variabilelor cu 
estimaţie negativă. Să se compare cheltuielile pentru planul dat şi pentru cel obţinut. 


Rezolvare. Asi = (2 + 4 + 5) — (3 +3 + 5) = 0; 

Aa = (1 +4) - (3 +3) = -1; 

Aam (4+5)—(3+5)=1; 
(7+3)—(4+5)=1. 


Deoarece Ası < 0, planul dat poate fi îmbunătăţit făcînd o redistribuire de valori 
în ciclul respectiv cu © = minţ60; 30} = 30. Scădem © din celulele marcate cu “—” şi 
adunăm © la celulele marcate cu “+”. Ca rezultat, celula (2, 1) se ocupă, iar celula (2,2) 
se eliberează. Obţinem următorul tabel de transport: 


3 4 7 
30 70 
1 3 5 
30 20 
2 4 5 
70 


căruia îi corespund cheltuielile 


zı = 30-3 +70-4+30.1+20-5+70.5 = 850. 


De remarcat că pentru planul inițial cheltuielile erau egale cu 880. Deci a avut loc o 
micşorare a funcţiei obiectiv. Se ajunge la aceeaşi concluzie dacă ne bazăm pe afirmaţia 
teoremei 2 şi ţinem cont că OA21 = —30. 


Răspuns: Redistribuirea valorilor în ciclu a micşorat cheltuielile de transport cu 30 de 


unităţi. 


6.3.3  Potenţiale. 
Calcularea estimaţiilor 


Estimaţiile A;; ale celulelor libere pot fi calculate fără a construi ciclurile 
respective, utilizînd doar noţiunea de potenţial. Să atribuim fiecărui centru 
de depozitare i € 11, ..., m} un număr u; şi fiecărui centru de consum j € 
{1,..., n} un număr v;. Aceste numere se numesc potenţiale ale centrelor 
de depozitare şi, respectiv, ale centrelor de consum, dacă satisfac relaţiile: 


ui + Uj = Ċij, (3) 
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unde (i,j) corespund variabilelor de bază (celulelor ocupate ale tabelului 
de transport). Substituind în (2) expresia pentru tarife ce reiese din (3), 
estimaţia variabilei libere zx; j este egală cu 


k k—1 


Aij = Ciji t x (ui + Vj) T (ui, + Vipa) — Uig — Vj = 
(=2 l 


|] 
m 


= Ciiji T Uii = Uj 
în care Cj a rămas nesubstituit, deoarece x; j este variabilă liberă. Aşadar, 
Aij = Ciji T Ui T Vj. (4) 


Din (3) şi (4) se deduce elementar că estimaţiile variabilelor de bază sunt egale 
cu zero, iar estimaţiile variabilelor libere se calculează în baza potențialelor, 
care, la rîndul lor, sunt doar o soluție particulară a sistemului (3), constituit 
din m + n — 1 ecuații şi m + n necunoscute. Pentru a calcula o soluție 
particulară a sistemului (3), e suficient să se atribuie o valoare arbitrară 
unuia dintre potențiale, iar restul se calculează elementar, deoarece fiecare 
ecuație conţine doar două variabile. 


6.4 Criteriul de optimalitate. 
Metode de soluţionare a problemei de 


transport 


În baza celor expuse în paragraful precedent (vezi teorema 2) poate fi 
formulat următorul criteriu de optimalitate. 


Teorema 1. Planul de transport X este optim dacă şi numai dacă toate 
estimaţiile variabilelor x;; sunt nenegative, adică A;; > 0(i = 1,m, j = 1,n). 


Acelaşi criteriu reiese şi din teoria dualității. Într-adevăr, dacă primelor m 
restricţii ale problemei de transport le asociem variabilele duale u1, up, ..., Um, 
iar următoarelor n restricţii le asociem variabilele duale v1, və, ..., Un, atunci 
problemei de transport îi corespunde duala: 


5 Qui + y bjvj —> max, (1) 
i=1 j=1 
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Ui + Uj < Cij, i=1,m, j =l,n. (2) 


Teorema 2. Planul de transport X este optim dacă şi numai dacă există 


m+n numere u, Uz, ..., Um, U1, ---, Un Care satisfac condiţiile: 
uit vj S cij, i=1,m, j=l1,n, (3) 
ui + Vj = Cij, pentru zij > 0. (4) 


Demonstrația reiese cu evidenţă din (1)-(2), din teorema fundamentală a 
dualității (condiția (3)) şi din teorema ecarturilor complementare (condiția 
(4)). 

Remarca 1. Dacă în (3)-(4) trecem termenii din stînga în dreapta, 
atunci (3) se scrie: 


Aij = cij- ui 20, i=1,m, j= l,n, (5) 
iar (4) se scrie: 
Aij = Cij — Uu; — vj = 0, pentru zij > 0, (6) 


de unde reiese atît echivalenţa teoremelor 1 şi 2, cît şi echivalenţa noţiunilor 
de potenţial şi de variabilă duală. Ca rezultat, (4) poate fi înlocuit cu sis- 
temul: 

ui + Vj = Cij, zı; — variabilă de bază, (7) 


care coincide cu sistemul (3) din paragraful precedent. 


Din teorema 2 a paragrafului precedent şi din criteriul de optimalitate 
derivă. metoda de rezolvare a problemei de transport. 

Pentru planul de transport X! cu cheltuieli de realizare 2, se calculează 
toate estimaţiile A;; (i = 1,m,j = 1,n). Dacă se satisface criteriul de 
optimalitate (5)—(6), atunci planul dat e optim. Dacă există cel puţin o 
estimaţie negativă, să zicem A, atunci se construieşte ciclul ce corespunde 
variabilei z;; (celulei (i, j)) şi se trece la un plan îmbunătăţit X2, efectuînd 
o O redistribuire a valorilor în ciclul respectiv. Cheltuielile necesare pentru 
realizarea planului X? sunt mai mici decît 2 cu |OA,;], adică 2 = 2 + 
OA;;. Pentru planul X? la fel se verifică criteriul de optimalitate şi, în caz 
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de necesitate, din nou se efectuează o redistribuire de valori în unul dintre 
ciclurile cu estimaţie negativă. Procesul continuă succesiv pînă cînd, după 
un număr finit de iterații, pentru planul obţinut se îndeplineşte criteriul de 
optimalitate. 

Dacă pentru planul optim toate estimaţiile variabilelor libere sunt pozi- 
tive, el este unic. Dacă există cel puţin o estimaţie nulă printre estimaţiile 
variabilelor libere, sunt mai multe planuri optime. La redistribuirea valorilor 
în ciclu, corespunzător uneia dintre variabilele libere cu estimaţie nulă, se 
obţine un plan optim diferit de cel iniţial, dar cu aceleaşi cheltuieli totale de 
transport. Învelitoarea, convexă a tuturor planurilor optime (soluţiilor ad- 
misibile de bază) este un poliedru convex, fiecare punct al căruia este plan 
optim al problemei de transport. 

Metodei descrise îi corespunde următorul algoritm: 


0° Se determină un plan iniţial prin metoda colţului nord-vest. 


1° Se calculează estimaţiile A;; (i = 1,m, j = 1,n). 


2° Dacă toate estimaţiile sunt nenegative, atunci planul curent este optim, 
iar dacă în plus există celule libere cu estimaţii nule, planul optim nu 
este unic. 


3° Se determină celula cu cea mai micà estimaţie negativă. În ciclul re- 

spectiv se determină 
ia (65) aie de Ty} 

Se îmbunătăţeşte planul prin redistribuirea valorilor în ciclu: la celulele 
marcate cu “+” se adună O, din cele marcate cu “—” se scade O, iar 
dacă minimul © se atinge pentru mai multe celule, atunci, pentru a 
păstra intact numărul de celule ocupate (m+n -— 1), se eliberează celula 
cu cel mai mare tarif, restul celulelor (pentru care se atinge minimul 9) 
se ocupă cu zerouri “active”. 


4° Se trece la pasul 1°. 


În funcţie de modul prin care se calculează estimaţiile la pasul 1°, dis- 
tingem două metode de soluţionare a problemei de transport: 


1) Metoda repartiţiei. Pentru fiecare celulă liberă (r,s) se constru- 
ieşte ciclul şi se calculează estimaţia A, ca diferenţă a sumei tarifelor 
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un 


celulelor marcate cu “+” şi a sumei tarifelor celulelor marcate cu 


(Ars z D zi > ci). 


2) Metoda potențţialelor. Se alcătuieşte sistemul de ecuaţii liniare (7) 
care corespund celulelor ocupate. Se determină potenţialele centrelor 
de depozitare u; (i = Î,m) şi ale celor de consum v; (j = 1,n) ca soluţie 
particulară a sistemului (7). Se determină estimaţiile după formula: 


ApS Ap > (i=1,m, = di) 


Remarca 2. Avantajul metodei potenţialelor în comparaţie cu meto- 
da repartiţiei derivă din faptul că: dispare necesitatea construirii ciclului 
adecvat pentru fiecare celulă liberă, se calculează mai simplu estimaţiile, se 
construieşte un singur ciclu — pentru una dintre celulele cu estimaţie nega- 
tivă (pentru ciclul în care se redistribuie valorile). 


Remarca 3. La paşii 1°—4° în ambele metode poate fi utilizat un tabel re- 
dus (micşorat) prin excluderea coloanei din stînga (coloana disponibilităţilor) 
şi a liniei marginale de sus (linia solicitărilor). 


Remarca 4. La alcătuirea sistemului (7) ce corespunde celulelor ocu- 
pate se recomandă ca potenţialele centrelor de depozitare să fie scrise într-o 
coloană suplimentară în stînga sau dreapta tabelului, iar potenţialele cen- 
trelor de consum să fie scrise într-o linie suplimentară în subsolul tabelului 
de transport. Ca ilustrare vezi exemplele de mai jos. 


Remarca 5. Reamintim că dacă la pasul 3° © = 0, celula liberă se ocupă 
cu un zero “activ”, celula (una dintre celule) marcată cu “—”, în care se 
atinge minimul O = 0, se eliberează. 


In continuare urmează două exemple: 


în primul problema, de transport se rezolvă prin ambele metode, pentru a 
le putea compara; 


în al doilea se utilizează numai metoda potenţialelor. 


Exemplul 1. La 4 fabrici se produce zilnic zahăr în cantităţi de: 50, 50, 60, 70 tone, 
respectiv. El este solicitat zilnic în 4 oraşe în cantităţi de: 50, 60, 60, 60 tone, respectiv. 
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Costul de transport al unei unităţi de produs de la fabrici la beneficiari e dat de matricea 
tarifelor 


1 4 2 3 
7T 5 8 10 
c 3 2 6 5 
12 13 7 6 


Să se determine planul optim de transport prin două metode: prin metoda repartiției 
şi prin metoda potenţialelor. 


Rezolvare. Metoda repartiției. 


0° Aflăm planul iniţial utilizînd metoda costului minim. Observăm în prealabil că 
problema dată este echilibrată, disponibilul total fiind egal cu cererea totală. 


230 Q o0 dQ 0 da 5a_0 dQ 0 
T 4 2 3 
osa || 50 0 
7 5 8 10 
0 DQ 50 
3 2 6 5 
ORSIN 60 
12 13 T 6 
oN 10 60 
Planul aflat 
50 0 0 0 
o | 0 0 50 0 
a 0 6 0 0 
0 0 10 60 


este degenerat, deoarece are mai puţin de m + n — 1 = 7 componente pozitive. El 
se realizează cu cheltuielile de transport 


Zo = 50. 1 + 50-8 +60.2 +10.7 +60.6 = 1000. 
Observăm că în tabel sunt ocupate m +n — 1 = 7 celule. 
Prima iterație 


eterminăm toate ciclurile şi estimaţiile corespunzătoare celulelor libere ca diferenţă, 
1° Det toat luril t l p t lulelor lib difi 
a sumei tarifelor marcate cu “+” şi a sumei tarifelor marcate cu “—”, adică 


Are = Sci — Sci. 
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A12 = (4+ 8)— 
-(5+2)=5 


A =(3+7)- 
-(6+2)=2 


A21 = (7 + 2)— 


6.4. 
T i [e2 3 
50 0 
+ 2e 
7 5 [3 10 
= + 
0 50 
3 2 [5 5 
60 
T2 13 [7 6 
10 60 
I 4 [2 3 
50 0 
- + 
7 5 [3 10 
0 50 
3 2 6 
60 
12 13 7 6 
+ => 
10 60 
T i [2 3 
50 0 
- + 
7 3 10 
+ = 
0 50 
3 2 6 
60 
12 13 C7 6 
10 60 


(1+8)=0 
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50 1 4 0 [2] 3 
că 8 1 
0 50 == e z 
sana 2 e] 5 A4=(10 + 7)— 
12 13 LI] 6 —(8+6)=3 
+ = 
10 60 
kö T 4 o [2] 3 
7 5 
0 so =H E 
te = i A31=(3 +5 + 2)— 
Fa E LE L] —(1+8+2)=-1 
60 
12 13 7 6 
10 |] 60 
4 2 E 
ză I i [2] [3] 
7 0 5 50 L8 |] 10 
|+ =- A33=(6 + 5)— 
3 _ 2 A [6| 5 —(8 + 2) =] 
60 
12 13 F 6 
10 60 
1 4 2 3 
50 0 | 
7 5 [8| 10 
EL 30 A34=(5 +5 + 7)— 
aai 2 Le 5 —(2+8+6)=1 
GU + 
12 13 Fi [7] 6 
-o 50 
PR 1 4 o EJ 3 
— A41=(12 + 2)— 
7 5 8 10 
0 so =H LH —(7+1)=6 
3 60 2 6] 5 
F 12 13 7] g 
10 60 
50 - i o H — 
o 5 so = [ao] A4s=(13 + 8)— 
= i -(5+7)=9 
3 60 2 Le | 5 
12 E 13 [7] 6 
10 60 
2° Deoarece există estimaţii negative (As: = —1), planul X° nu este optim. 
3° Numai celula (3, 1) are estimaţie negativă: Ag = —1. În ciclul respectiv: © = 


mini 714; £33; £32} = min{50; 50; 60) = 50. 
Acest număr îl adunăm la celulele marcate cu “+”, ocupînd celula liberă (3, 1), şi-l 


scădem din celulele marcate cu 


“ 


—”. Întrucât minimul se atinge pentru două celule, 


pentru a păstra intact numărul de celule ocupate (m + n — 1 = 7), eliberăm numai 
celula (2, 3) cu tarif mai mare c33 = 8, iar celula (1, 1) o lăsăm ocupată cu un zero 
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“activ”. Ca urmare a redistribuirii valorilor în ciclul corespunzător celulei (3, 1), 
obţinem tabelul de transport: 


1 4 2 
50 
7 5 8 T0 
50 
3 2 6 
50 10 
12 13 7 6 
10 60 


căruia îi corespunde planul de transport 


0 0 50 0 
, | 0 50 0 0 

KS go 30 ai 
0 0 10 60 


de asemenea degenerat, fiindcă are numai 6 componente pozitive, mai puțin decît 
m+n -— 1 = 7. Cheltuielile de transport sunt 


zı = Žo + ©A3:ı = 1000 — 50 = 950. 


4° Trecem la pasul 1°. 
lterația a 2-a 


1° Determinăm ciclurile şi estimaţiile corespunzătoare planului X’. 


T 7 z 3 
(0 50 
- + 
7 So 5 3 10 Asa = (4 + 3)— 
3 2 6 5 (14+2)=4 
+ EI 
DU 10 
12 13 7 6 
10 60 
I EI 2 3 
(0) 50 
- + 
(A 5 8 10 
50 Aa = (3 + 7)-— 
3 Z g 5 _ i 
50 10 (2+6)=2 
12 13 7 6 
+ ia 
10 60 
i 7 3 3 
(0 50 
A 5 8 10 
50 
E Bi: — 3 6 5 Aa = (7+2)- 
= + — = 1 
50 10 (5 T 3) 
12 13 7 6 
10 60 
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T i 2 3 
(0 50 
+ ie 
T. 5 8 10 
50 P A23 = (8 +2 + 1)— 
3 $ 2 © 5 —(24+5+3)=1 
= 10 
12 13 7 6 
10 60 
i z 2 3 
(0 50 
+ a 
7 5 8 10 
50 + A4=(10 + 7 + 1 + 2)— 
3 — 2 5 5 —(6+2+3+5)=4 
z + 
50 10 
12 13 7 6 
+ dă, 
10 60 
T EI 2 3 
n (0 50 
7 5 = 10 A33 = (6 + 1)— 
50 
3 2 6 5 (3+2)=2 
z + 
50 TO 
12 13 7 6 
10 60 
i 4 2 3 
50 0 
+ _ SE 
Că 50 5 8 10 A34 = (5 ie PE 1)= 
_ 3 2 6 5 —(6+2+4+3)=2 
DU TU + 
12 13 7 6 
0 60 
i 4 2 3 
0 (0) 
7 50 5 8 10 An = (12 + 2)— 
3 Z 6 5 —(7+1)=6 
50 10 
12 13 7 6 
+ si 
10 60 
T Zi 2 3 
(0 50 
= + 
7 5 8 10 
a 50 = : 5 Ap = (13 + 3+ 2)— 
+ : i : > —(7+2+1)=8 
DU 10 
12 13 7 6 
ZE 10 60 


3° Deoarece toate estimaţiile celulelor libere sunt pozitive, X’ e unicul plan optim. 


Metoda potenţialelor 
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0° Utilizind metoda costului minim, determinăm planul iniţial de transport: 


50 0 0 0 
0 0 50 0 
0 60 0 0 
0 0 10 60 


X* = 


ce necesită cheltuielile de transport zo = 1000 (pentru confirmare vezi supra pasul 
0° în metoda repartiţiei). 
Prima iterație 


1° Calculăm estimaţiile celulelor libere utilizînd metoda potenţialelor. Pentru aceasta 
alcătuim tabelul de transport căruia îi sunt alăturate coloana potenţialelor centrelor 
de depozitare (u,;) şi linia potenţialelor centrelor de consum (v;). 


1 4 2 3 
50 0 UI 
7 5 8 10 
0 50 u2 
3 2 6 5 
60 u3 
12 13 7 6 
10 60 u4 
vi U2 V3 v4 


Alcătuim sistemul de ecuaţii ce corespunde celulelor ocupate egalînd suma potenţialelor 
cu tariful respectiv (u; +v; = cij). Ca rezultat, obţinem un sistem din m+n—1 = 7 
ecuaţii cu m + n = 8 necunoscute, o soluţie particulară a căruia se determină 
atribuind uneia, dintre necunoscute o valoare arbitrară. Dacă u = 0, atunci din: 


ui TV i UI 0 v1 1 

ui +03 = 2, vz = 2 

u2 +v = 5, vw = —1 
Uz + V3 = 8, uo = 6 

uz +U =2, uz =3 

u4 +03 = 7, u4 =5 

u4 + v4 = ô, v4 = 1 


obţinem următoarele estimaţii ale celulelor libere: 


A12 = ĉ&12 — U1 — v2 = 5 — 0 — (—1) = 5; 
A14 = G4 — Uu — v4 = 3—0- 1=2; 
Av = &21 — U2 — v1 =7—6—1=0; 
A24 = C24 — U2 — v4 = 10 — 6 — 1 = 3; 


Asi = c31 — U3 — vı = 3— 3—1 =-l; 


A33 = c33 — U3 — v3 = 6 — 3—2 = l; 
A34 = c34 — u3 — v4 = 5— 3—1 =l; 
An = c41 — U4 — vı = 12 — 5 — 1 = 6; 


A42 = c42 — U4 — v2 = 13 — 5 — (—1) = 9. 
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Inainte de a trece la următorul pas, vom menţiona că estimaţiile se calculează scriind 
valorile potenţialelor în coloana şi linia respectivă a tabelului, apoi estimaţiile se 


scriu în pătrăţele speciale în colţul stîng de jos al fiecărei celule libere: 
I 4 2 3 
50 0 tn =0 
5 Pi 
7 5 8 10 
0 50 u = 6 
0 3 
3 Pi 5 5 
60 uz = 3 
ZI I 1 
12 13 7 6 
10 60 u4 =5 
5 E) 
w=l U = —1 uz = 2 v= 1 


De reţinut că celulele ocupate au estimaţii nule. 
2° Deoarece estimaţia A31 = —1 este negativă, planul X° nu este optim. 


3° Trecem la alt plan îmbunătăţit efectuînd o redistribuire a valorilor în ciclul core- 
spunzător celulei (3,1). Pentru aceasta construim mai întîi ciclul. 


LI 4 2 3 
50 d) 
=> + 
[7 5 3 10 
0 50 
[3 2 6 5 
+ = 
60 
EZ 13 7 6 
10 60 


© = min{z]1; £33; £32} = min{50; 50; 60} = 50. 


Întrucît minimul © = 50 se atinge în două celule, pentru a păstra neschimbat 
numărul de celule ocupate (m + n — 1 = 7), eliberăm numai celula (2,3) cu tarif 
mai mare c33 = 8, iar celula (1,1) o lăsăm ocupată cu un zero “activ”. Ca urmare 
a redistribuirii valorilor în ciclu se obţine tabelul: 


T 4 2 3 
0 50 ui 
7 5 3 I0 
50 0 uz 
3 2 6 5 
50 10 u3 
12 13 7 6 
10 60 u4 
Ui U2 U3 v4 


căruia îi corespund cheltuielile 


zi = zo + OAza = 1000 — 50 = 950. 


4° Trecem la pasul 1°. 


lterația a 2-a 
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1° Calculăm estimaţiile asociind centrelor de depozitare şi de consum potenţiale, 
alcătuind sistemul de ecuaţii corespunzător celulelor ocupate şi egalînd în preal- 
abil u = Q: 
uy +v = 1, wu =0 vu =l1 
u + v3 = 2, v3 = 2 
u2 + v2 = 5, uz =5 
uz +1 =3, uz =2 


uz + wo = 2, v2 = 0 
u4 +v =T, u=b5 
u4 + v4 = ô. va = 1 


Estimaţiile le scriem în tabel aşa cum a fost arătat mai sus. 


1 4 2 3 
0 50 ui =0 
4 2 
T 5 8 10 
50 up = 5 
a E 1 4 
3 2 6 5 
50 10 uz = 2 
2 3 
T2 13 7 6 
10 60 u4=5 
6 8 
w=l v = 0 v3 = 2 va =T 


3° Deoarece toate estimaţiile sunt nenegative, planul 


0o 0 50 0 
„_| o 5 0 o0 
26607 AL” 0 
0 0 10 60 


cu cheltuieli z1 = 950 este optim. 


Răspuns: X’ cu cheltuieli 2, = 950 este optim. 


Exemplul 2. În trei depozite e stocată marfă în cantităţi de: 30, 70, 80 tone, respectiv. 
Ea e solicitată de trei consumatori în cantităţi de: 50, 75, 75 tone, respectiv. Costurile de 
transport al unei unităţi de marfă de la furnizori la beneficiari sunt date de matricea 


2 1 3 
C=|5 4 2 
3 6 7 


Să se determine planul optim de transport. 
Rezolvare. Vom rezolva problema prin metoda potenţialelor. 


0° Întrucât disponibilul total a = 30 + 70 + 80 = 180 este mai mic decât cererea, totală, 
b = 50 +75 + 75 = 200, problema este neechilibrată. O echilibrăm introducînd 
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un depozit fictiv cu disponibilul a4 = b — a = 200 — 180 = 20. Alcătuim tabelul de 
transport şi determinăm planul iniţial prin metoda costului minim. 


200 | 5a_ 30 | WAN 0 | BO 
2 LI 3 
0 30 = - 
5 
0 70 
3 [6 T 
05 aaa | 30 2 45 —; 5 ? 
oa|| 20 


Planul obținut se realizează cu cheltuielile 
zo = 30. 1 +70- 2 +30.3 +45.-6+5-7 = 565. 


1° Determinăm estimaţiile variabilelor libere asociind potenţiale depozitelor şi con- 


sumatorilor®. 
2 1 3 
30 ui =0 
0 1 
5 4 2. 
70 uz =0 
7 3 
3 6 fi 
30 45 5 u3=5 
+ y 
0 0 0 
E y Lo] 
20 u4 =2 
—3 —4 
vı = —2 Vo = 1 Va = 2 


Alcătuim sistemul din m + n — 1 = 6 ecuaţii liniare cu m + n = 7 necunoscute, 
corespunzător celulelor ocupate. Aflăm o soluţie particulară egalînd în prealabil 
ui =Q: 

ui +2 = 1, u =0 U= 1 


u2 + v3 = 2, uz = 0 

u3 +v = 3, v = —2 
u3 + v2 = 6, uz =5 

u3 +3 = 7, uz = 2 


u4 +v =Q. u4 =2 
Estimaţiile (A; = cij — u; — vj) le scriem în colțul stîng de jos al tabelului. 


2° Deoarece sunt două celule cu estimaţii negative (A42 = —3 şi A43 = —4), planul 
dat nu este optim. 


3° Construim ciclul pentru una dintre celulele libere cu estimaţie negativă, să 
zicem pentru celula (4, 2) (vezi tabelul supra). Determinăm numărul © = 
mini ao; £32} = min{20; 45} = 20. Efectuăm o redistribuire a valorilor în ciclu 
adunînd O = 20 la celulele marcate cu “+” şi scăzînd 9 = 20 din celulele marcate 
cu “—”. Ca rezultat, obținem tabelul: 


6Valorile potenţialelor scrise în tabel şi utilitatea ciclului se stabilesc infra. 
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2 1 3 
30 
4 1 
5 4 2 
7O 
7 3 
3 6 7 
50 25 5 
+ a 
0 0 0 
_ PREA 
20 
3 —1 
vi = —2 Vo = 1 Va = 2 


Planul ce-i corespunde se realizează, cu cheltuielile 


ui =0 
uz =0 
uz =5 
u4 = —l 


z1 = Zo + OAqo = 565 — 60 = 505. 


4° Trecem la pasul 1°. 


Prima iterație 


1° Alcătuim şi rezolvăm sistemul ce corespunde celulelor ocupate: 


ui +v = 1, u =0 v= 1 
u2 + v3 = 2, uz = 0 
u3 +v = 3, vı = —2 
u3 + vw = 6, uz =5 
u3 +3 = 7, vz = 2 
u4 +v =Q. u4 = —1 
Valorile potenţialelor le înscriem în tabel. 
2° Deoarece mai este o celulă cu estimaţie negativă (A43 = —1), planul nu este optim. 


3° Construim ciclul pentru celula (4, 3): 


O = min{z}2; £33} = min{20; 5} = 5. 


Efectuăm o redistribuire a valorilor în ciclu (adunăm © = 5 la celulele marcate cu 


“+” şi scădem © = 5 din celulele marcate cu “—”). După redistribuire obţinem: 
z T 3 
30 u= 0 
4 2 
5 4 2 
70 uz = 1 
6 z 
3 6 7 
50 30 uz =5 
1 
O o o 
15 5 u4 = —1 
3 
vı = —2 Vo = 1 Va = 2 


Planul ce corespunde acestui tabel se realizează cu cheltuielile: 


Z2 = 20 + OA43 = 505 — 5 = 500. 
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4° Trecem la pasul 1°. 


Iterația a Il-a 


1° Determinăm valorile potenţialelor din sistemul ce corespunde celulelor ocupate 
atribuind variabilei u valoarea ui = 0: 


ui +v = 1, u =0 v= 1 
Uz2 + V3 = 2, uz = 1 

u3 +u = 3, vı = —2 
u3 + vw = 6, u3 = 

u3 +v = 0, u4 = —l 

u4 + v3 =Q. vz = 1 


Scriem estimatiile Aj = Cij — u; — vj în tabel. 


2° Deoarece toate estimaţiile variabilelor libere sunt pozitive, rezultă că planul 


0 30 0 
XS 0 0 70 
50 30 0 


este optim şi unic, necesitînd pentru realizare cheltuielile z* = 500. 


Răspuns: Planul optim de transport este X* cu cheltuielile z* = 500. 
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6.5 Proprietăţi specifice. Degenerarea 


E relevantă următoarea proprietate a problemelor de transport. 


Teorema 1. Dacă toate disponibilităţile a;, i = I,m, şi toate cererile 
bj, j = 1,n, sunt numere întregi, atunci problema de transport are plan optim 
cu componente întregi. 


Demonstraţie. Evident, dacă a; (i = 1,m) şi b; (j = 1,n) sunt numere 
întregi, planul iniţial de transport, determinat prin metoda colţului nord- 
vest sau prin metoda costului minim, are componente întregi. Deoarece la 
fiecare iteraţie a metodei potenţialelor sau a metodei repartiţiei o parte dintre 
variabile (doar cele din ciclu) fie că-şi măresc valoarea, fie că-si micşorează 
valoarea. cu O, care de asemenea e întreg, orice plan îmbunătăţit are compo- 
nente întregi. 

Or, şi în metoda potenţialelor, şi în metoda repartiţiei soluţia optimă se 
determină prin ameliorări succesive după un număr finit de iterații. Deci 
planul optim va avea şi el componentele întregi. 


Are loc o afirmaţie mai generală. Înainte de a o expune, vom reaminti că 
în paragrafele precedente am convenit să înţelegem prin planuri de transport 
soluţii admisibile de bază, deşi mai înainte am utilizat denumirea de plan 
pentru tij = tib i = 1,m, j = 1,n (a = b), care este soluţie admisibilă, dar 
nu-i de bază. Teorema ce urmează foloseşte termenul plan admisibil de bază 
anume pentru a exclude o eventuală suprapunere de sensuri. 


Teorema 2. Dacă toate disponibilităţile a;, i = 1,m, şi toate cererile 
bj, j = 1,n, sunt numere întregi, atunci orice plan admisibil de bază al 
problemei de transport are toate componentele întregi. 


Demonstraţie. Vom folosi următoarele proprietăţi ale matricei A a sis- 
temului de restricţii: 


1) orice componentă a matricei A sau este egală cu 0, sau este egală cu 1; 

2) fiecare coloană conţine nu mai mult decît două unităţi; 

3) liniile matricei A pot fi divizate în două submulţimi: A’ — primele m 
linii, A” — ultimele n linii, astfel că pentru orice coloană a matricei A 


care are exact două unităţi, cele două linii cu unităţi aparţin: una — 
mulţimii A’, alta — mulţimii A”. 
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Vom demonstra că orice minor al matricei A ia una dintre valorile: —1; 
0; 1. E suficient de demonstrat aceasta pentru orice matrice pătratică A ce 
are proprietăţile 1)—3). O vom face prin inducţie după ordinul k al matricei 
pătratice A|k x k]. Pentru k = 1 afirmaţia coincide cu proprietatea 1). Vom 
presupune că ea este adevărată pentru k — 1 şi vom demonstra că e justă şi 
pentru orice matrice pătratică de ordinul k. Dacă fiecare coloană are exact 
două unităţi, atunci, conform proprietăţii 3), suma liniilor din A’ este egală 
cu suma liniilor din A”. Deci liniile matricei A sunt liniar dependente şi 
det(A) = 0. În cazul în care o careva coloană a matricei A are o singură 
unitate, descompunem determinantul matricei A după coloana respectivă. 
Atunci det(A) = +det(A[|(k — 1) x (k — 1)]) şi din ipoteza pentru matricele 
pătratice de ordinul k — 1 rezultă că det(A) este egal cu una dintre valorile: 
—1; 0; 1. 

Acum demonstraţia teoremei devine elementară. Vom presupune că x este 
o soluţie admisibilă de bază a problemei de transport (vezi forma matriceală), 
adică x satisface sistemul Ax = b. Conform definiţiei soluţiei de bază, din 
n +m — 1 coloane de bază ale matricei A poate fi alcătuită o submatrice 
Bl(m + n — 1) x (m +n — 1)] pentru care det(B) = +1 şi tẹ = Btb (x, 
— vector format din componentele de bază ale vectorului x). Deoarece atît 
b, cît şi? B7! au componentele întregi, toate componentele planului z sunt 
întregi. 


Remarcă. Teorema 1 este doar o consecinţă din teorema 2. 


Referindu-ne la problemele de transport degenerate, vom menţiona că 
degenerarea poate fi depistată în baza următoarei teoreme. 


Teorema 3. Problema echilibrată de transport e degenerată dacă şi 
numai dacă disponibilul sumar din careva l(l < m) centre de depozitare 
este egal cu cererea sumară din careva k (k < n) centre de consum, adică 
există, I C M = {1, 2, ..., m}, J C N = {1, 2, ..., n} pentru care 


Ya = Sb. (4) 
iel jeJ 


Demonstraţie. Necesitatea. Presupunem că problema este degenerată, 
adică rangul matricei A a sistemului de restricţii este mai mic decît m+n-— 1. 
Prin urmare, cel puţin două dintre restricţii sunt combinaţii liniare ale celor- 
lalte restricţii. Dar aceasta, ţinînd cont de proprietăţile matricei A (vezi 


TE le TUDJ P” unde B* este matricea adjunctă (reciprocă) a matricei B. 
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demonstra- 
ţia teoremei 2), înseamnă că disponibilul sumar din careva centre de de- 
pozitare este egal cu cererea sumară din careva centre de consum. 
Suficiența. Vom presupune că are loc (4). În acest caz, problema de 
transport iniţială poate fi împărţită în două subprobleme: I — cu l depozite 
şi k consumatori pentru care are loc (4); H — cu n — l depozite şi m — k 
consumatori pentru care are loc > ai = ` b;. Fiecare plan de transport 
ieMN jEN\J 
al problemei I are nu mai mult decît l + k — 1 componente pozitive, iar al 
problemei I — nu mai mult decît (n — l) + (m — k)—- 1 =m+n-—l-k-1 
componente pozitive. Aceste două planuri formează împreună un plan de 
transport al problemei inițiale şi are nu mai mult de (l +k—1)+(m+n-—l— 
k—1) = m+n—2 componente pozitive, în timp ce rangul matricei sistemului 
de restricţii este m +n — 1. 


Teorema 3 lansează şi ideea cum poate fi modificată o problemă pentru 
a exclude degenerarea. În acest scop problemei iniţiale i se asociază o aga- 
numită e-problemă cu aceeaşi matrice a tarifelor ca şi cea a problemei iniţiale, 
dar cu disponibilităţile a;(2) = a; + e, i = 1,m, şi cererile 


| bj dacă j £ n, 
bj = 


bi + me, dacă j= n, 


ô 
unde 0 < e < —, 6 — ordinul celei mai mici cifre semnificative a nu- 
m 


merelor a;, i = 1,m; bj}, j = 1,n. E clar că e-problema este nedegener- 
ată, întrucît pentru ea nu se îndeplinesc condiţiile teoremei 3. Totodată, 
e-problema, concomitent cu înlăturarea degenerării, exclude şi posibilitatea 
apariţiei fenomenului de ciclare. 
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Capitolul 7 


Programarea neliniară. 
Condiţii de optimalitate 


O varietate largă de probleme practice conduc la probleme de opti- 
mizare neliniară în care ori funcţia obiectiv este neliniară, ori restricţiile sunt 
neliniare, ori sunt neliniare şi funcţia obiectiv, şi restricţiile. 

În general, rezolvarea unor astfel de probleme e însoţită de dificultăţi cu 
mult mai mari decât în cazul liniar, deosebind, în primul rînd, probleme de 
optimizare locală şi globală. În al doilea rînd se evidenţiază probleme de 
optimizare necondiționată: 


f(z) — min, zeR”, 
şi probleme de optimizare condiţionată: 
f(x) — min, zeXCR" 


(dacă X este determinată de un sistem de ecuaţii şi inecuaţii neliniare, iar 
condiţiile de admisibilitate au forma unor restricţii de semn asupra compo- 
nentelor lui z, atunci problema de optimizare condiţionată e numită problemă 
de programare neliniară). Şi în sfîrşit, în funcţie de proprietăţile elementelor 
componente, se disting probleme de optimizare: convexă, concavă, pătratică, 
discretă, dinamică etc. 

În continuare vom cerceta probleme neliniare. Pentru fiecare clasă de 
probleme vom formula condiţiile de optimalitate şi vom construi metode 
analitice (în acest capitol) sau metode numerice (în capitolele următoare), 
concretizînd metoda, dacă e posibil, pînă la un algoritm de soluţionare. 
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7.1 Optimizarea necondiționată 
Se cercetează problema de optimizare necondiționată: 
f(x) — min, ze R”. (1) 


Pentru o funcţie f(x) diferenţiabilă în punctul z* vom utiliza următoarele 
notații: 


pla) arad f(E)= (PaE) fat), e Sal) 


pentru gradientul funcţiei f(x) în z*; 


AR (La) Sea es eT) 
a aE ro a a a 4 
e a or da aul 


pentru hessiana funcției f(x) în x. 
Teorema 1. Fie funcția f(x) diferenţiabilă! în punctul z* € R”. Dacă 


x* este punct de extrem local în problema (1), atunci 


fa) =0. (2) 


Demonstraţie. Deoarece z* este punct de minim local, pentru orice A € 
R” are loc: 


f(x + ah) > f(x), (3) 


pentru toate numerele a > 0 suficient de mici. Dar din (3) şi din definiţia 
funcţiei diferenţiabile într-un punct z* reiese că 


0 < f(2* + ah) — f(2*) = (ah) f'(2*) + O(a), 


1!Funcţa f(x) este diferenţiabilă în z* dacă există gradientul f'(x*) şi pentru toţi h € R” 
suficient de mici are loc formula: 


f(z* +h) = f(2*) +A? F'(a*) + OC), 
CORN 


unde O(||h||) este o careva funcţie ce satisface condiţia lim 
a— Q 
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pentru toate numerele a > 0 suficient de mici. Împărţind ambii membri ai 
acestei inegalităţi la a şi trecînd la limită cînd a — 0, obţinem AT f'(x*) > 0. 
Din această inegalitate, pentru h = —f'(x*), rezultă (2). 


Punctul z* care satisface condiţia (2) se numeşte punct critic (punct 
staționar) al problemei (1) (al funcţiei f(2)). Orice punct de extrem lo- 
cal z* al funcţiei f(x), diferenţiabile în z*, este şi punct critic, dar nu orice 
punct critic este şi punct de extrem local. De exemplu, (x; y) = (0; 0) este 
punct critic al funcţiei f(x, y) = xz? + y3, dar nu este şi punct de extrem lo- 
cal. La identificarea punctelor de extrem local printre punctele critice pot 
fi utilizate condiţiile necesare de extrem local de ordinul doi (condiţii care 
utilizează derivatele parţiale mixte de ordinul doi). 


Teorema 2. Fie funcţia f(x) de două ori diferenţiabilă? în punctul 
z* € R”. Dacă x* este punct de extrem local în problema (1), atunci f” (x*) 
e nenegativ definită, adică 


h fe )h > 0 (4) 


pentru toţi h € R”. 


Demonstraţie. Pentru orice h € R”, tinînd cont de (2) şi (3), are loc: 
1 
0 < f(z + ah) — f(2*) = 5h)" f" @*) ah) + Ola’), 


pentru toate valorile a > 0 suficient de mici. Împărţind ambii membri ai 
acestei inegalităţi la a? şi trecînd la limită cînd a — 0, obţinem (4). 


Teoremele 1 şi 2 oferă condiţii necesare de extrem local de ordinele 1 şi 2. 
Condiţia suficientă. se obţine din teorema 2 mărind cerinţele faţă de f”(x*). 


Teorema 3. Să presupunem că funcţia f(x) este de două ori diferenţiabilă 
în punctul z* € R”. Dacă f'(x*) = 0 şi f”(x*) este pozitiv definită, adică 


h7 f"(x*)h > 0 pentru orice h € R”, h £0, (5) 


2Funcţia f(x) este de două ori diferenţiabilă în z* dacă matricea f”(x*) există, este 
simetrică, şi pentru toţi h € R” suficient de mici este adevărată formula 


fl +h) = Fat) +AT pa) + EAT pre) + OP). 
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atunci x* este punct de extrem local strict în (1). 


Demonstraţie. Deoarece f(x) este de două ori diferenţiabilă în punctul 
critic z*, are loc: 


fa ah) — fa”) = Lan f'(a )h + 002). (6) 


Din (5) şi (6) urmează că pentru toți a suficient de mici, semnul expresiei din 
partea dreaptă este determinat de semnul expresiei (5), adică din (5) reiese 
că f(z* + ah) — f(x*) > 0 pentru orice h € R” şi pentru toţi a suficient de 
mici. Dar aceasta şi înseamnă că x* este punct de minim local strict, deoarece 
în caz contrar, dacă presupunem că z* nu este punct de minim local strict, 
există o consecutivitate {xf}, zk Æ x*, care converge către z* şi pentru orice 
k are loc: 

PONa Sa] (7) 

k a 


k at — i 
Pei co lia ZT? mde a, = |z — z*|j. Întrucît a = 1 


meee 
pentru orice k, reiese că există aşa un d Æ 0, încît d! — d. Din (6) şi (7) 
deducem că 


0 > f(2*)-J(2*)= f(z" tard") -f (2*)= (d) f" (2 )d*+ 0a). 


Împărţind ambii membri ai ultimei inegalităţi la a? şi trecînd la limită cînd 
a — 0, obţinem contradicţie cu (5). 


Remarca 1. Dacă în (1) min se înlocuieşte cu max, formularea teoremei 
1 rămîne intactă, dar în teoremele 2 şi 3 inegalităţile (4) şi (5) îşi inversează 
semnele, f”(z*) devenind nepozitiv şi, respectiv, negativ definită. 


Remarca 2. Teoremele 1-3 îşi păstrează justeţea pentru problema 
f(x) > min, x € X C R”, atunci cînd punctul critic z* este punct inte- 
rior al mulţimii X. 


Remarca 3. Dacă se ştie că extremul global există şi f(x) este 
diferenţiabilă pentru orice x € R”, atunci soluţie globală este acel punct 
critic în care valoarea funcţiei f(x) este cea mai mică, teoremele 2-3, utile 
la cercetarea extremelor locale, fiind de prisos. 


Remarca 4. Utilizarea teoremei 1 este legată de rezolvarea unui sistem 
de ecuaţii în general neliniare, problemă ce are, de regulă, aceeaşi complexi- 
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tate ca şi cea de optimizare. Utilizarea teoremelor 2-3 necesită metode spe- 
ciale de determinare a tipului de definire a hessianei f"(x*) precum metoda 
lui Gauss, metoda lui Jacobi, criteriul lui Sylvester etc. 


Teoremele 1-3 au o importanţă mai mult teoretică şi mai puţin practică 
— fapt confirmat întrucâtva şi de următorul exemplu. 


Exemplu. Să se determine extremele locale ale următoarelor funcţii: 


az0,B70. 


Su 

z 

3 

Í 
29|, aee 

| 

T 
vlila 


Rezolvare. Rezolvînd sistemul 


o filz) z 2x1 


xı a 
2f.(2) R 2x2 2200 
xə p ? 


=0, 


găsim punctul critic zı = 0, £2 = 0. În el avem derivatele parțiale de ordinul doi: 


filz) 2, filz) 0 fila) Si filz) _ 2 


ðr? a ðxıðzə 99 ðr? B 
2 
— 0 
şi hessiana f/ (0; 0) = 9 |. Examinînd valorile expresiei 
p 

2 
Er hı 22 2,2 T 2 

[ha ho] i 2 = —h ae zh3, (hı, h2) ER ` 
0 i h2 a B 


ajungem la concluzia că pentru: 
1) a > 0, 8 > 0 — fi (0; 0) e pozitiv definită; 
2) a < 0, 8 < 0 — fi (0; 0) e negativ definită; 
3) a > 0, 8 <0 sau a < 0, 8 > 0 — fi (0; 0) e nedefinită. 


Conform teoremelor 2-3, fı(x) în cazul 1) are punct de minim local, în cazul 2) are punct 
de maxim local, iar în cazul 3) nu are extrem. Vom menţiona că în cazurile 1) şi 2) graficul 
funcţiei este un paraboloid eliptic, iar în cazul 3) este un paraboloid hiperbolic cu punctul 
critic de tip “şa”. 

Trecînd la funcţiile f(x) şi f(x), remarcăm că ambele hessiane f/ (0; 0) si f3 (0; 0 
sunt identic egale cu zero în punctul critic (0; 0)7. Dar pe cînd fə(x) nu are în (0; 0) 


SZ 


SI 
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extrem, fa(2) are în el pentru a > 0, 8 > 0 punct de minim, pentru a < 0, 6 < 0, punct 
de maxim, iar pentru a > 0, 6 < 0 sau a < 0, 8 > 0, nu are extrem. 
Răspuns: fə(x) nu are puncte de extrem. 
fi(2) si fs(x): 1) dacă a > 0, 8 > 0 — au în (0; 0)7 punct de minim; 
2) dacă a < 0, 8 < 0 — au în (0; 0)7 punct de maxim; 


3) dacă a > 0, 8 < 0 sau a < 0, 6 > 0 — nu au extreme. 

În baza acestui exemplu putem trage concluzia că dacă f”(x*) este neneg- 
ativ sau nepozitiv definită, atunci nu se poate spune precis dacă punctul critic 
x* este sau nu este punct de extrem. Pentru a clarifica situaţia, se utilizează 
diferenţialele superioare lui doi. In cazul unei funcţii de o singură variabilă 
are loc următoarea teoremă. 

Teorema 4. Fie funcţia f(x), x € Rt, diferenţiabilă de m ori în 
z* e R! şi fie 


fa) (aa a a 1000) 20. 


Dacă m = 2k+1, k € N, atunci x* nu este punct de extrem. Dacă m = 2k, 
atunci 2* este punct de minim dacă f(”(2*) > 0 şi x* este punct de maxim 
dacă f™(x*) <0. 


In cazul general, cînd x € R”, se cercetează semnele diferenţialelor 


= pi p2 , dan i — — dTi dTi, gask dTi, 


i=l i2=1 im 


m = 1,2,..., în vecinătatea punctului critic z*. Diferenţiala de ordinul m 
reprezintă un polinom de gradul m în raport cu diferenţialele argumentelor 
£i, ---, Zn. Dacă 


P f(a*) = P f(2*) =- = d f (a*) = 0, d™ f(a) #0, 
atunci: 
e dacă m este impar — z* nu este punct de extrem; 


e dacă m este par — d” f(x*) poate fi transformată, prin substituţii 
de variabile, într-o formă pătratică, reducînd cercetarea semnelor 
diferenţialei de ordin (par) superior lui doi la cercetarea semnelor unei 
forme pătratice. 


Demonstrația riguroasă a teoremei în caz general se face utilizînd de aseme- 
nea dezvoltarea funcţei f(x) în serie Taylor în punctul critic z*. 
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7.2 Forme pătratice. Metode eficiente de 
cercetare a semnului formei pătratice. 
Criteriul lui Sylvester 


Utilizarea teoremelor 2-3 din paragraful precedent la cercetarea com- 
portamentului unei funcţii în vecinătatea punctelor critice e strîns legată de 
cercetarea tipului de definire a hessianei f”(x*), adică de cercetarea semnului 
formei pătratice 

olx) = z" 7f'(a)z, x € R”. 


Vom numi formă pătratică de n variabile £1, £2, ..., &n un polinom 
omogen de ordinul doi, adică o funcție 


n n n 
p(x) = ) ) QijLitj = ) QijLilj, 
i=] j=l i, j=1 


în care, fără a restrînge din generalitate, putem presupune că aij = aji. Orice 


formă, pătratică poate fi scrisă în notații matriceale y(x) = z7Az, unde 
ze RY, 
Q11 Q12 Q13 ... Gin 
Q12 Q22 Q23 ... an 
A= Q13 Q23 Q33 ... Q3n 
Qin A2n 3n ... Ann 


este matrice simetrică, numită matricea formei pătratice, iar rangul r al ei 
— rangul formei pătratice. 
Se spune că forma pătratică y(x) (matricea A) este: 


— nenegativ definită sau pozitiv semidefinită, dacă y(x) > 0 pentru orice 
x E€ R” şi y(x) = 0 pentru careva x Æ 0; 


— pozitiv definită, dacă y(x) > 0 pentru orice z € R”, z 740; 


— nepozitv definită sau negativ semidefinită, dacă y(x) < 0 pentru orice 
x E€ R” şi y(x) = 0 pentru careva x Æ 0; 


— negativ definită, dacă y(x) < 0 pentru orice z € R”, x # 0; 


— nedefinită, dacă y(x) ia atît valori pozitive, cât şi valori negative. 
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Formele pătratice nenegativ şi nepozitiv definite mai sunt numite cvasidef- 
inite. Atunci cînd zi, £2, ..., &n sunt independente, hessiana f”(z*) a 
funcţiei f(x) în z* este o matrice simetrică, iar funcţia y(x) = xT f" (x*)x 
este o formă pătratică. Deci, la determinarea tipului de definire a hessianei 
f"(x*) pot fi utilizate cu succes metodele şi criteriile elaborate pentru cerc- 
etarea semnelor formelor pătratice. Pentru a le expune, avem nevoie de cîteva 
noţiuni suplimentare. 

Se numeşte minor principal al matricei A minorul obţinut din A prin 
suprimarea liniilor şi coloanelor cu acelaşi număr. Dacă se suprimă liniile 
şi coloanele începînd de la un careva k > 1 pînă la n, minorul principal se 
numeşte minor de colţ. 

Evident că avem C} + 02 +--+ On = 2" — 1 minori principali şi doar n 
minori de colț: 


Q11 Q12 Q13 


Q11 Q12 
A = au; A2= i a ; A3=]| an a2 a2 |; i 
21 22 
a31 Q32 Q33 

Q11 12 Qin 

Q21 Q2 ... do 

A n 

Ani n2 ... Ann 


În cursul de algebră liniară se demonstrează următoarele teoreme. 
Teorema 1. Forma pătratică p(x) = xT Ax în urma substituției liniare 


x = Qy se transformă în forma pătratică 


ply) = y (QTAQ)y, y ER. 


Teorema 2. Rangul formei pătratice nu se schimbă după o substituție 
liniară nesingulară x = Qy, det(Q) 4 0. 


Teorema 3. Orice formă pătratică (x) prin careva substituție liniară 
nesingulară x = Qy poate fi transformată în formă pătratică canonică: 


yl) = Sa, 
j=1 


în care numărul coeficienţilor nenuli A; Z 0 este egal cu rangul r al matricei 
A. 
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Demonstraţie. Vom utiliza metoda lui Lagrange de desprindere a 
pătratelor. Dacă aa: 7 0, atunci 


p(z) = J agna = 


ij=1 


n 
2 
= Q11% + 2ai2£1£2 + `+ + Dania + ) G;j ij = 
ij=2 


1 
mia azia + 2(a1121) (a122 + --- + QinEn) + (a12£2 + --- + inta) — 
11 


n 
2 
— (aa2%2 + -:- + Qintn) | F X Aj Lil; = 
i, j=2 
1 2_ 1 2 
= — (Guta + Q282 + `+ + Gina) — — (a122 +- + antn) + 
a11 a11 
n 1 n 
S 2 (1) 
+ QijliTj = z eus + a£ +++ + inta) + Qij Lil, 
—Á— ama 
i, j=2 a MA ij=1 


1 Qilij . : 
unde a) = aj =, i=2,n, j=2,n. 


Q11 


n 
Y 1 : + è i P v 
Dacă J al rit; = 0, atunci prin substituţia nesingulară 


i, j=2 
Oi Q12 Q13 ... Gin 
0 1 0 0 
y=Qī'zr, undeQ=]|0 0 A 0], 
0 0 0 1 
obţinem forma canonică y(x) = —y?. 
a11 
Dacă a£) Z 0, atunci repetăm acelaşi procedeu pentru a evidenția un nou 
pătrat y2 = (a)r +---+aDz) şi dacă ae Æ 0 pentru k = 3,4, ..., r, 
atunci, repetînd succesiv procedeul descris, obținem în final forma canonică: 
l > l > l > 
p(z) = A La aula areal E 
au a i ab 
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în care 
Yı = 0118r pal ue. 7 F... AirrT Girl Tt: AinTn, 
XE (1) dji Bi, Ei (1) 
Y= o Puia Gap rT A2r+1fr+1 An Tn, 
(r—1) (r—1) (r—1) 
Yr = arr Lr? Arri Try : -+ Qrn Tn, 
Yr+ı = Trl, 
Yn = Tn, 
sau y = Q 1x = Q7'Q74 .-.QI'x, unde Q7! este matricea sistemului de 


mai sus, Q7" (k = Ī, e — EN prin care se evidențiază pătratul k, iar 


aD ED 
a = a = k=], r-l, i=k+l,r, j = k+l, T, 
t, [A (k— 1) 
Akk 
aniti i=l, n, j=1l,n 


(la calcularea elementului a 


1) 


ne putem conduce de regula dreptunghiului, 


elementul a- jucînd rolul pivotului). 


Dacă pentru un anumit k avem o A ME 0, dar există un meg Da 0, se 
{k+ 1, k +2,..., n}, atunci se o variabilele: £s = Yk, £k = 


Ys, Ti = Yi, i Æ s, i Æ k, făcînd ca aF =) Z 0 şi, repetînd procedeul descris 
supra, desprindem un nou pătrat. 
Dacă alt D — Opentru s = k, n, dar există a} D 40, i,j E€ {k,k+1,... n}, 


atunci se efectuează substituţia nesingulară 


Ti = Yi + Yj, 
Tj = Yi = Yj, 
Ts = Us, sŁi, j. 


Fără a pierde din generalitate, vom presupune că aceasta a avut loc chiar la 
primul pas. Deci 


n n n n 
J AkITkTI = 2a;j ij +21; J ikk t 2T] J kjk + J Ol Tri = 
kl=i k=1 k=1 k,l=1 

k#j kzi kižij 


= lefectuăm substituţia 2; =yi+Yj, Tj=Yi— Yj, Tk=Yk, k $ i, j| = 
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= 2a;jy?—2aijy? t 2y +y) Y ayr t2lyi—y) > akjYk t >p Ak YKY = 
AZI kži ii 
= 2aijy? —2aijy? + 29,5 (air ax) 29) (Qik —arj)Yk +Y aktYkYI: 
Zi zi iii 
Aşadar, în urma substituţiei se schimbă numai liniile şi coloanele i, j ale 
matricei formei  pătratice: aly, = Ahi = Qik + Qkj, 
Aki = Ajk > Qik — akj k = 1, n. După substitutie y? are coeficientul 
gan Æ 0, y3 are coeficientul -2a ” Z 0 şi, ca rezultat, poate fi uti- 
lizat mai departe procedeul descris. 
E clar că după un număr finit de paşi y(x) va fi adusă la forma canonică 


1 
ol) = ya) = J Ayp ude y = m 7 0, 
j=1 


dj; 


j=1,r. 


Corolarul 1. Evident, printr-o renumerotare şi printr-un schimb de vari- 
abile, p(y) poate fi transformată în aşa-numita formă pătratică normală 


k 


j=1 


j=k+1 


în care pătratele variabilelor au în calitate de coeficienţi numai 1, —1 şi O. 
Deci, orice formă pătratică p(x), printr-o careva substituție liniară şi printr- 
un careva schimb de variabile, poate fi transformată într-o formă pătratică 
normală. 


Corolarul 2. Din definiție şi din teorema 1 rezultă că forma pătratică 
este: 


— definită pozitiv (nenegativ, negativ, nepozitiv) dacă şi numai dacă toţi 
coeficienţii corespunzătoarei forme pătratice canonice (normale) sunt 
pozitivi (nenegativi, negativi, nepozitivi); 


— nedefinită, dacă corespunzătoarea formă pătratică canonică (normală) 
are atît coeficienți pozitivi, cît şi coeficienti ne- 
gativi. 
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Corolarul 3. Pentru orice formă pătratică y(x) de n variabile numărul 
de operaţii aritmetice necesare pentru construirea respectivei forme pătratice 
canonice nu depăşeşte O(n5). 


Demonstraţie. TȚinînd cont de faptul că la desprinderea unui pătrat se 
efectuează maxim 4(n — 1)? operaţii aritmetice, iar în total se efectuează 
maxim n desprinderi de pătrate, rezultă că numărul de operaţii aritmetice 
necesare pentru construirea formei canonice şi a matricei substituţiei liniare 
respective nu depăşeşte O(n’). 


Remarca 5. Cu exactitate de pînă la o renumerotare a variabilelor, 
ii au n g : tă 
există exact —(n + 3) forme pătratice normale de n variabile care au cel 


puţin un coeficient nenul. 


Demonstraţie. Evident că există n forme pătratice normale nenegativ 
definite care au de la 1 pînă la n coeficienţi unitari şi n forme pătratice 
normale nepozitiv definite care au de la 1 pînă la n coeficienţi —1. In fiecare 


formă pătratică normală nedefinită cu i coeficienţi pozitivi pot fi de la 1 pînă 


1 — ln = E 
la n — i coeficienţi negativi. Astfel, există tidi 3 isa ce iu 2 


forme pătratice normale nedefinite. În total obținem 


| „nin-l) n 
+ nu A 3 SaR) 


forme pătratice normale care au cel puțin un coeficient nenul. 


Poate fi arătat că două forme pătratice de acelaşi rang şi cu un număr 
egal de componente pozitive şi negative în forma canonică pot fi transformate 
una în alta prin transformări liniare nesingulare. Atare forme pătratice sunt 
numite afin echivalente. Echivalenţa afină a formelor pătratice, fiind o relaţie 
de echivalență, permite să fie împărţite toate formele pătratice de n variabile 
în "(n + 3) clase (vezi remarca 5), fiecare clasă fiind constituită din forme 


pătratice afin echivalente cu acelaşi rang şi cu acelaşi număr de componente 
pozitive şi negative în forma canonică. Din cele expuse şi din demonstraţia 
la remarca, 5 reiese 


Remarca 6. Ponderea claselor formelor definite de n variabile în numărul 


total de clase ale formelor pătratice de n variabile constituie 
n 


—1 
nedefinite — -= 
n+3 


z? iar a celor 
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La determinarea tipului de definire a unei forme pătratice pot fi utile 
următoarele 2 criterii: 


Criteriul 1. Dacă în matricea formei pătratice o careva linie (coloană) 
nenulă i are elementul de pe diagonala principală nul (a;; = 0), atunci forma 
pătratică este nedefinită. 


Demonstraţie. Deoarece linia îi este nenulă, rezultă că există j # i, j € 


11, 2, ..., n), pentru care aij 70. 
Fixînd pentru x următoarele valori ale componentelor: 
0, k#i, j, 
>= 1, k=j, 
ti k=, 
obținem: 


n 
N RI 
pír) = ` QijLiLj = Qijti + ajj. 
i, j=1 


: imi ii da Qjj . ; ; 
Ultima expresie ia valori pozitive pentru z; > ——% şi valori negative pentru 
Qij 


Ajj : y S P 
zi < — =. Deci forma pătratică e nedefinită. 
Qij 


Criteriul 2. Forma pătratică nenegativ (nepozitiv) definită are pozitive 
(negative) toate elementele de pe diagonala principală care corespund liniilor 
şi coloanelor nenule. 


Demonstrație. Variabilele care corespund liniilor şi coloanelor nule pot fi 
pur şi simplu omise (suprimate), deoarece ele nu determină tipul de definire 
a funcţiei. Diagonala principală nu poate avea elemente nule în liniile şi 
coloanele nenule, fiindcă ea, conform criteriului 1, ar fi nedefinită. Diagonala 
principală de asemenea nu poate avea concomitent elemente pozitive şi nega- 
tive, fiindcă, în asemenea caz, conform legii inerţiei şi metodei lui Lagrange, 
utilizate în demonstraţia teoremei 5, forma pătratică normală are cel puţin 
cîte un pătrat pozitiv şi unul negativ, care se obţin alegînd ca pivot la primul 
pas al metodei sau un element pozitiv, sau un element negativ. 


Remarca 7. Condiţia din criteriul 2 nu este şi suficientă. Ca dovadă 
serveşte următorul exemplu în care matricea formei pătratice are toate el- 
ementele de pe diagonală pozitive, însăşi forma pătratică fiind nedefinită. 
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Într-adevăr: 
p(x) = z2+az2+4rro = |1? + 4r £3 +422] —4r2 +12 = 


= (x1 + 222)? — 31x2. 


Metoda iterativă Lagrange de desprindere a pătratelor, utilizată la 
demonstrarea teoremei 5, constituie nucleul metodei lui Gauss de construire 
a formei pătratice canonice şi a matricei substituţiei liniare y = Q Ia. 

Algoritmul metodei lui Gauss: 


1° N = {1,2,... n}, Y[n UE 


2° Pînă cînd există k € N pentru care apk 7 0, repetăm: 


QAikâkj 1 
a T. i, j EN; 0) 
kk 
Aki; Qik => 0, 1 = 1,n; 
ükk := — 
Ok 


3° Dacă sau N Æ (), sau ags = 0 pentru orice k, s € N, atunci trecem la 
6°. 
4° Alegem ags 7 0, k, s € N, şi modificăm liniile şi coloanele k, s după 
formulele: 
Aki, Qik = Aki + Qis, t EN; 
lis, Asi = Aki — is, tEN; 
Akk 2 2ks; 
ass := —2aks; 
Aks, Ask := 0. 


Efectuăm un pivotaj conform (1) cu pivotul apr: 

Ykk = Ykk/2; Yks = Ykk/2; Akk = L/ kk: 
Efectuăm un pivotaj conform (1) cu pivotul ass: 

Yss 1 Yss/2; Ysk = Yss/2; Ass = 1/ass. 


5° Dacă N # Ú şi există a; 70, i, j e N, atunci trecem la pasul 2°. 
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6° y(x) = >. aiy? — forma pătratică canonică; 
i=1 
y = Q la = Yx — substituţia, liniară. 
7° Stop. 


Procesul de calcul prin metoda lui Gauss e comod să se efectueze în tabele 
speciale, ţinînd cont că similitudinile cu metoda Jordan-Gauss sunt marcate 
de anumite deosebiri: 


1) pivotul se alege totdeauna pe diagonala principală; 


1 
2) pivotul a;; se înlocuieşte cu —; 
Qii 


3) atît coloana, cît şi linia pivot se completează cu zerouri; 


4) dacă la o anumită etapă nu mai există pe diagonala principală elemente 
nenule care ar putea fi alese în calitate de pivot, se efectuează calcule 
specifice conform pasului 4° al algoritmului, în urma cărora se schimbă 
numai două linii şi două coloane; 


5) matricea Y a substituţiei liniare este constituită din toate liniile 
(coloanele) pivot şi din liniile respective ale matricei unitare. 


Urmează trei exemple: 


în 1 şi 2 pentru comparaţie se utilizează ambele metode; 


în 3 se ilustrează în mod special pasul 4° al metodei lui Gauss, cînd pe 
diagonala principală toate elementele sunt nule. 


Exemplul 1. Să se cerceteze semnul formei pătratice y(x) prin aducerea ei la forma 


canonică. 


pl) = 22 + 24 2x3 H 2219 + 2x03 + Arta. 


Rezolvare. Metoda lui Lagrange. Evidenţiem pătratul complet pentru termenii ce 
conţin succesiv variabilele £1, £2, £3: 


A) (2202 + 2£1x£2 + 4x123) + 22 + 2x2 + 2x213 = 
= zri + 2. (2x1)(£2 + 2z3) + (ro + 23)7] 


1 
— 2 (£2 + 2z3)? + 23 +22 + 22223 = 


2 
1 

= 3 (22 £2 + 23)? z”? 2T3T3 22 +2 4 2x3 + 2£3£3 = 
1 1 1 

=> zr + £2 + 223) + z”? = a + 392 
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unde yı = 2x1 + 2£2 + 23, Y2 = T2. 
Metoda lui Gauss. Alcătuim tabelul şi efectuăm calculele conducîndu-ne de regula 
dreptunghiului. 


Tı Lo Xa 
Tı 2 1 2 yı = 2x1 + Io + 2T3 
To 1 1 1 
r32 1 2 
T 
Yı azi 0 0 
1 
ro | 0 3 0 | Y2 = T2 
za | 0 0 0 


1 1 
elx) = zi + Sa unde yı = 271 + T2 + 2£3, Y2 = Io. 


1 1 
Răspuns: p(x) = 3% + 392 — nenegativ definită; yı = 2x1 + £2 + 23, Y2 = da. 


Exemplul 2. Să se cerceteze semnul prin aducere la forma canonică. 
plx) = 22 + 2x3 + 3x2 + 13 + 4r? + 22182 + 42123 + Gura — 2£223+ 


+2£2£4 + 4£2£5 + 2L3£4 — 4T4T5. 


Rezolvare. Metoda lui Lagrange. 


p(x) = (22 + 2x1£2 + Arata + 6x1x4) + 2x3 + 312 + 17 + 4r2— 
—2g£2£3 + 2L2£4 + 4Lo£5 + 2L3£4 — 4£4T5 = 

= [2 + 2(z1)(£2 + 273 4 3x4) } (£2 + 223 +4 34)7] (£2 + 2x3 A 34)? 
+22 + 3x3 + 12 + 4r? — 2ror3 + 2£2x4 + 4L2£5 + 20304 — 4T4T5 = 


= (x1 + £2 + 23 + 374)? — 12 — 4rox3 — Groaza — 4x? — 12z3%4 — 9x2+ 
yı 

H22 + 3x3 + 2 +4? — 29x3 + 2L2x£4 + 4T2£5 + 2304 — 4L4T5 = 
= y? + (x2 — Groza — 4L2L4 + 4T2T5) 
x3 — 8x3 + 4r? — 10£3£4 — 4T4T5 = 
= y? + [z2 + 2(x£2)(—3x3 — 2£4 + 225) + (3x3 + 24 — 2z5)”] 

(33 + 2x4 — 2g5)? — ză — 8x? + 412? — 10xr3x4 — 4£4£5 = 
= y? (£2 — 33 — 2x4 + 215)? — 93 — 12z3x4 + 12x315 — 41} + 8x415 

N pe 


y2 
4x? — ză — 8x1 + 4x? — 10x3z4 — 4x45 = 


= y? + y2 — (10x2 + 2234 — 12735) — 1222 + 4r4x5 = 


1 
= 92 + y2 — “ri 10022 + 2(10z3)(11æ4 — 65) + (Liza — 6x5)? | + 


1 
| TALES 6x5)? — 12x} + 4£4£5 = 
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1 | E il 36 » 
Tg (1023 T Ilza 6x5) + T0” = ET + 1025” 


=y +y 
Y3 


1 1 92 36 
— 1232 + 44x5 = y? + y2 TA i (ai n) 175 = 


1 1 1 46 46 N? 
2 2 2 2 
- — y2 + 10| —zr? +2 ' 
yi ty = ghs + o| (5) ( es) (Eas) | 
2 


4 
1o( Sas) } LE 


10 10 
1 1 46 y? 
=- pt 10( za Ees) 208 z2 = 
y2 
1 Ya 5 
=y] +y3 — ga + 1044 — 20845. 


Metoda lui Gauss. Calculele le efectuăm conducîndu-ne de regula dreptunghiului, piv- 


otul a;; înlocuindu-l cu —: 


Gii 

Ti T2 T3 T4 T5 
Z1 1 1 2 3 O | y1 = z1 + z2 + 2z3 + 34 
T2 1 2 —1 1 2 
T3 2 —1 3 1 (0) 
Ta 3 1 1 1 —2 
£5 (0) 2 (0) —2 4 
Yı 1 0 0 0 0 
T2 0 1 —3 —2 2 | yo = £2 — 33 — 2x4 + 2£5 
£3 (0) 3 1 5 (0) 
£4 (0) 2 5 8 —2 
T5 (0) 2 (0) —2 4 
Yı 1 0 0 0 0 
yo (0) 1 (0) (0) (0) 
£3 0 0 —10 —11 6 | ya = —10x3 — 11x4 + 6z5 
£4 (0) 0 —11 —12 2 
£5 0 0 6 2 (0) 
Yı 1 0 0 0 0 
y2 (0) 1 (0) (0) (0) 
Y3 (0) 0 —1/10 (0) (0) 

1 46 

£4 (0) (0) (0) 1/10 —46/10 | y4 10 4 19% 
z5 (0) (0) 0 —46/10 36/10 
Yı 1 0 0 0 0 
yo (0) 1 (0) (0) 0 
Y3 (0) 0 —1/10 (0) (0) 
ya 0 (0) (0) 10 (0) 
£5 0 0 (0) (0) —208 | y5 = z5 


Observăm că deja din tabelul al doilea e clar că p(x) este nedefinită, fiindcă pe diag- 
onala principală sunt atît elemente pozitive, cît şi elemente negative: 


1 
p(x) = yf + y2 — Va + 10y% — 20845, unde 
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Yy = Tu + To + 2r3 + 3x4, 

y2 = Lo — 3x3 —  2r4 + 225, 

Yzy = — 10r} — 1lz4 + 6T5, 
1 46 

Y4 = 1074 EE 1075 

Ys = T5 


1 
Răspuns: p(x) = y? + y2 — T0 + 110y2 — 208y2 — nedefinită, unde y e definit de 
sistemul de mai sus. 


Exemplul 3. Să se cerceteze semnul formei pătratice y(x) prin aducerea ei la forma 
canonică: 


p(x) = 2£1£2 — 2£1£3 + Aro + Aaa. 


Rezolvare. Metoda lui Gauss. Alcătuim tabelul iniţial. 


II Lo T3 T4 
zi 0 1 —1 0 lau =r tr 
z3 | -1 2 0 2 | z2=zx]1-— z 
£4 0 0 2 0 


Deoarece toate elementele de pe diagonală sunt nule, dar există elemente nenule în 
afara diagonalei, p(x) este nedefinită. Pentru a ajunge la forma canonică, alegem conform 
4° un element nenul ai? = 1. Modificăm tabelul astfel ca în următorul tabel: a, = 
212, abo = —2ai2, aĵo = abı = 0; locul coloanei şi liniei 1 (coloanei şi liniei 2) îl 
ocupă suma (diferența) coloanelor (liniilor) 1 şi 2. Aceste modificări reies din substituţia 
£1 = £) + £h, £2 = x| — x4, care implică apariţia în tabel a variabilelor x| şi 25. 


Ti £, £3 T4 
tı +r LI —I 
Th 0 —2 —3 0 
T3 1 -3 0 2 |y] = 2g +z3 = £1 + T2 +23 
£4 0 0 2 0 


Remarcăm că în expresia pentru yı am făcut substituția inversă. 
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Efectuînd calculele conform regulei dreptunghiului, obţinem: 


T5 Xa T4 
Paj 0 ER =A 0 [= 22) 
T3 1 —3 3 2 y2 = 2x5 3x3 = —T1 + T2 3x3 
T4 0 0 2 0 

I 
yı 2 pi 0 0 
y2 | 0 = Perag Y3 = 43 + 2x4 
T3 0 0 4 2 
Tå 0 0 2 0 

Į 
yı 3 j 0 0 
Y2 0 -3 0 0 | Y4 = T4 

1 

Y3 0 0 1 0 
Za 0 0 O —1l 


Aşadar, avem următoarea, formă canonică nedefinită: 


1 1 1 
p(z) = 391 — 392 + J93 — Ya 


unde 
y = Tı T T2 T T3, 
Wa = -zı + T2 — 323, 
y3 = 4z3 + 2zr,4, 
y = T4. 


1 1 1 
Răspuns: p(x) = zui 392 + FU ya este nedefinită. 


Dacă y(x) satisface anumite condiţii, pot fi indicate formule directe de cal- 
cul al coeficienţilor formei canonice şi de determinare a aşa-numitei substituţii 
triunghiulare 


yi = Tı, 
Y2 = Q211 T T2, 
Yn = Anıtı T An2T2 Tear Fin 


prin care se ajunge la ea. 


Teorema 4 (Metoda lui Jacobi). Dacă minorii de colț Ai, Az, ..., Ani 
ai matricei formei pătratice sunt nenuli, atunci există o singură substituție 
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triunghiulară prin care se trece la forma canonică:. 


p(z) = DE A, 
j=1 


A; 

Aj-ı 
Utilizînd minorii principali şi cei de colț, poate fi formulat un criteriu de 

determinare nemijlocită a tipului de definire a formei pătratice. 


în care A; = A IS Is AL: 


Teorema 5 (Criteriul lui Sylvester) 


1) p(x) e nenegativ definită dacă şi numai dacă toţi minorii principali ai 
matricei formei pătratice sunt nenegativi; 


2) y(x) e pozitiv definită dacă şi numai dacă toţi minorii de colţ sunt 
pozitivi (A; >0, j=1,n); 


3) y(x) e negativ definită dacă şi numai dacă toţi minorii de colţ impari 
A, A3, ... sunt negativi, iar cei pari As, A4, ... sunt pozitivi; 


4) y(x) e nepozitiv definită dacă şi numai dacă —ọy(x) e nenegativ definită. 


Remarca 8. Criteriul 2 formulat anterior este caz particular al criteriului 
Sylvester. 


În încheierea paragrafului vom menţiona că din punctul de vedere al 
utilității practice metoda lui Gauss şi criteriile 1 şi 2 sunt de preferat în ra- 
port cu criteriul lui Sylvester, fie şi din simplul motiv că pentru a determina 
tipul de definire a formei pătratice ele necesită un număr mai mic de operaţii 
aritmetice. În plus, metoda lui Gauss, fiind şi mai universală, are similitudini 
cu metodele expuse anterior (metoda simplex şi metoda Jordan-Gauss). 


7.3 Optimizare condiţionată. 
Metode de soluționare a problemei cla- 


sice de extrem condiționat 


Se cercetează problema 


f(x) — min, zeXcCR". (1) 


7.3. OPTIMIZARE CONDIŢIONATĂ. METODE DE SOLUŢIONARE A PROBLEMEI CLASICE 


La întrebarea despre existenţa, soluţiei răspund parţial următoarele teo- 
reme, demonstrate în cursul de analiză matematică. 


Teorema 1 (Weierstrass). Dacă f(x) este continuă pe mulţimea 
închisă şi mărginită X, atunci (1) are soluţie globală. 


Remarca 1. Funcţia diferenţiabilă f(x) poate să nu aibă în general 
puncte critice, dar conform teoremei 1 ea are soluţie globală pe orice mulţime 
închisă şi mărginită X. Tinînd cont de acest fapt, pentru o problemă arbi- 
trară soluţia globală trebuie căutată şi pe frontiera mulţimii X. Astfel, dacă 
se ştie că (1) are soluţie globală, punctul de extrem global se determină în 
citeva etape. În primul rînd se determină punctele critice ale funcţiei f (x) 
pe X, se calculează valorile funcției obiectiv în punctele critice şi se alege, 
dacă e posibil (principial aceasta e posibil cel puțin atunci cînd există un 
număr finit de puncte critice), punctul x’ în care valoarea funcţiei e cea mai 
mică. Apoi se determină punctul x” în care se atinge cea mai mică valoare 
a funcţiei obiectiv pe frontiera mulţimii X. Comparind f(x) cu f(x”), se 
alege punctul de minim global. 


Funcţia f(x) definită pe X C R” o vom numi infinit crescătoare (de- 


screscătoare) pe X, dacă’ lim f(a*) = OO 
—oo 

(lim f(z") = —oo ) pentru orice şir (a) C X cu proprietatea că ori 

k—o 

lim zë = z € X \ X, ori lim |z*|| = oo. 

k—00 k-—oo 


Teorema 2. Fie X o mulţime arbitrară. Dacă f(x) este funcţie continuă 
şi infinit crescătoare pe X, atunci (1) are soluţie globală. 


E clar că teoremele 1 şi 2 nu epuizează mulţimea cazurilor în care (1) are 
soluţie globală. 
Exemplul 1. z = x — y — max, y-—x2=0. (2) 


Rezolvare. Multimea de soluţii admisibile X = {(x, y) € R?: y = z2) coincide cu 
mulţimea punctelor parabolei y = z?, care este o mulţime nemărginită şi deci (2) nu satis- 
face condițiile teoremei 1. Totuşi, problema are soluție globală. Ea se determină înlocuind 
y = x? în funcţia obiectiv. În consecință, (2) se reduce la o problemă necondiționată 


z = £ — £? — max, care are un singur punct critic x* = 5 (vîrful parabolei) cu valoarea 


„1 1_1 
2 4 4 
3Fiind dat şirul numeric (a), notăm Ak = (Op, Oris ---; Qk+p; -+ } Bk = SUP Ák, 


Yk = inf Ap. Limita şirului descrescător {8p} (crescător {y%}) este prin definiţie limita 


superioară (inferioară) a şirului (ap, notată prin lim a (lim ax). 
k—>oo k= oo 
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1 1 1 
Aşadar, (2) are soluția (x*, y*) = G 5) z* = H 


Să observăm că dacă în (2) introducem restricția x # 0, atunci, cu toate că problema 
modificată nu satisface condiţiile teoremei 2, ea are totuşi punct de extrem, şi anume — 
acelaşi (2%, y*). 


i NES". 1 1 mal 
Răspuns: (x*, y*) = ră) ai 


Ca o generalizare a acestui exemplu poate servi problema clasică de ex- 
trem condiționat (legat): 
f(x) — min, (3) 


gilx)=0, i=1, m, (4) 


gi metoda eliminării variabilelor, pe care le vom cerceta în continuare. Evi- 
dent că X = {x € R” | gi(£) = 0, i= 1, m) constituie domeniul de soluții 
admisibile. 


7.3.1 Metoda eliminării variabilelor 


In cazuri particulare, cînd domeniul de soluţii admisibile este determinat 
de un sistem din m ecuaţii cu m+n necunoscute u1, uz, ..., Um, E1, ---, Tn, 
problema (3)-(4) poate fi scrisă sub forma: 


f(u, 2) — min, (5) 
gilu, z) =0, i=1,m. (6) 


Dacă pentru orice x € R” sistemul (6) din m ecuaţii cu m necunoscute 
U1, ..., Um are o soluţie unică u = u(x), atunci (5)-(6) este echivalentă cu o 
problemă de optimizare necondiționată: 


fuls), 2) — min, zeR'. (7) 


E clar că punctul z* este soluţie locală (globală) a problemei (7) dacă şi 
numai dacă (u(z*), 2*) este soluţie locală (globală) a problemei (5)-(6). 
Acest procedeu de reducere a problemei condiţionate (5)-(6) la o prob- 
lemă necondiționată (7) e numit metoda eliminării variabilelor. Metoda este 
totalmente legată de existenţa soluţiei u = u(x) a sistemului (6). Pentru a 
prezenta condiţiile suficiente în care (6) are o soluţie unică, vom reaminti că 
matrice Jacobi (jacobiană) a sistemului de funcţii gi, ..., gm după variabilele 
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U1, -.. Um în punctul z* numim următoarea matrice: 
dq gı 
09, + Olg, ---, Jm), a Du Dum 
1; e Um Om (+) Aa Dom (a) 
Du Dum 


Teorema 3 (despre funcţiile implicite). Să presupunem că funcţiile 


gı (u, ee Um, Ti; so Ta 
(8) 


mlU a poe Um a a) 


diferențiabile în careva vecinătate a punctului (u°, x°)" € R®+”, au toate 
derivatele parțiale după ui, ..., um continue în (u°, x°)T. Dacă în (u°, 29)? 
toate funcțiile (8) se anulează, iar determinantul jacobianei (jacobianul) 


0g 
——(u”, x°)| este diferit de zero, atunci pentru numere pozitive £1, ..., Em 


ðu 
suficient de mici poate fi găsită aşa o vecinătate a punctului x° € R” în 
cadrul căreia există m şi numai m funcţii 


u1 = Pui, --: Tn), 
u2 = Pola, ptn), 
Um = Pml Ti , Ta) 
care satisfac condiţiile |u; — u$| < ea, ..., |um — Ug | < Em, si sunt soluţie 


unică, continuă şi diferențiabilă a sistemului (6) în vecinătatea indicată a 
punctului x°. 


Metoda eliminării variabilelor are o aplicaţie redusă atît din motivul că 
nu întotdeauna există soluţia u = u(x) a sistemului (6), cât şi din cauza 
dificultății expresiilor care apar la scrierea condiţiilor de extrem în problema 
condiţionată (7). Vom menţiona că pot fi formulate şi condiţiile necesare 
de existenţă a soluţiei sistemului (6), care, din cauza dificultății lor, au de 
asemenea o aplicaţie practică redusă. 
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7.3.2 Metoda multiplicatorilor Lagrange 


În metoda eliminării variabilele Ui, ---, Um, £1, ---, En N-au avut roluri 
egale. O parte dintre ele — z1, ..., £n — au fost considerate independente, 
restul — funcții de primele. Metoda propusă de Lagrange înlătură acest 
dezavantaj. 


Funcţia L(x, uo, u) = uof(a) + X uigi(2), în care s E€ RFP”, 
i=1 


uo € R!, u € R”, este numită funcţia lui Lagrange pentru problema (3)-(4). 


Prin L! (x, uo, u) = uof'(x) + S_uigi(2) se notează gradientul funcţiei 
i=1 
Lagrange după zx. 
Prin L(x, uo, u) = uof”(x) + X uig! (a) se notează hessiana funcţiei 
i=1 


Lagrange după zx. 

Remarca 2. Pe mulțimea de soluții admisibile X are loc egalitatea 
uof (£) = L(x, uo, u) pentru orice (up, u)! € RYH, 

Teorema 4 (Principiul lui Lagrange). Să presupunem că funcţia f(æ) 
e diferențiabilă în punctul x* € R”, iar functiile gi, ..., gm sunt continuu 
diferențiabilet într-o careva vecinătate a acestui punct. Dacă x* este soluție 
locală a problemei (3)-(4), atunci în RY! există (už, u*)! # 0 pentru care 

L (£*, ug, u*) = 0. (9) 

Demonstrație. Vom cerceta în z* jacobiana sistemului (4) după z. Pot fi 

două cazuri: 


1) rangul jacobianei este mai mic decît m 


2) rangul jacobianei este egal cu m (fără a pierde din generalitate, putem 


O(g, E did Jm) 
olz, A Tn) 7 


O(g, EPN Jm) 
(zi, ERN, Tim) 


= () pentru orice Ty, Tiz, ---, an); 


presupune că anume pentru z1, £2,..., Zm are loc 


0). 


“Funcţia f(x) este continuu diferenţiabilă pe o mulţime deschisă dacă toate derivatele 
parţiale ale ei sunt continue pe această mulţime. 
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În primul caz, teorema este justă, deoarece, fixînd uo = 0, restul mul- 
tiplicatorilor se determină ca soluţie nenulă a sistemului de ecuaţii liniare 
omogene 

U191(7%) + uaga(7) +- + um m(7*) = 0 
(soluţia nenulă există, deoarece determinantul sistemului e nul). 
În al doilea caz, modificăm sistemul (4): gi(2) = y; i = I,m, yi — 
O(grs: 3419) 
(Ti; ees; Tm) 
3 rezultă că m < n şi într-o careva vecinătate a punctului z* variabilele 
£i, ---, Tm pot fi scrise ca funcţii diferenţiabile şi continue de n variabile: 


variabile numerice arbitrare. Intrucît Z 0, în baza teoremei 


tj = CACR -3 Ym, Tmi; =; En) z p;ly, T), J = 1, m, 


unde y = (Y1, Y2, ---, Ym)”, T= (m41, m42; ---, Zn)”. Substituind aceste 
expresii în (3), obținem o nouă funcţie diferenţiabilă f(x) = F (y, 2), pentru 
care 


df (x) = Fa (y, T)dEm41 Pearni F, (Y, T)dEn + Fh (y, T)dyı+ 


m1 
sau 


Im+1 
Elis aul aa (Y, T)Ymdgm, 


unde dy; = dgi, T = (Lm41, ---, Zn)”. Deoarece z* e punct de extrem local în 
(3)—(4), rezultă că x* = (7%, -< -; 23) este punct de extrem local al funcției 
F(0, ..., 0, Em4; asa En) = F (0, T) si F} (0, T) =0, i=m+1, n. 

Aşadar, diferenţiala funcţiei F (0, 7) în punctul z* poate fi scrisă sub 
forma: 


df (x*) = dF (0, 7) = F; (0, Z*)dgi +::- + Fyn (0, E" )dgm- 


Introducînd notaţiile ug = 1, uf = —F;,(0, 7*), i = 1, m, obţinem ugdf(z*)+ 


5 _uidgi(2*) = 0. De aici reiese (9). 
i=1 
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Condiţia (9) are un sens geometric transparent. Ea, ţinînd cont de notația 
introdusă anterior, arată că gradienţii f'(x), 
gi(2*),..., g (£*) sunt liniar dependenti. În particular, cînd m = 1, 
gradienții f'(x*) şi gi(z*) sunt coliniari şi deoarece gradienții nenuli sunt 
ortogonali la liniile (suprafeţele) de nivel şi indică direcția de creştere max- 
imă a funcţiei în punctul respectiv, coliniaritatea implică ca z* să fie punct 
de tangenţă a liniilor (suprafeţelor) de nivel. În figura 12 se vede că a* şi 
z** sunt puncte de minim local, z* — de maxim local, iar Z (punctul în 
care gradienţii nu-s coliniari) nu este punct de extrem local, fiindcă din ne 
putem deplasa, rămînînd pe linia gi (2) = 0, astfel ca valoarea funcţiei să se 
micşoreze sau să crească. 


Figura 12 


Punctul z* € X îl vom numi punct critic (punct staționar) al problemei 
(3)—(4) dacă el satisface (9) pentru careva uo şi u care nu sunt concomitent 
egali cu zero. Menţionăm că condiţiile (4) şi (9) pot fi scrise împreună: 


Lula”, uo, u) =Q. (10) 


(10) este un sistem din m + n ecuaţii cu m + n + 1 necunoscute. Dacă 
uo Æ 0, totdeauna putem considera că ug = 1, deoarece împărţirea sistemu- 
lui (10) la uo Z 0 nu schimbă soluţia problemei (3)-(4). Aşadar, oricînd 
putem trece la n + m variabile cercetînd numai 2 cazuri: ug = 0 şi up = 1. 
Numerele us, už, ..., už, sunt numite multiplicatorii (factorii) lui Lagrange. 
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Orice supoziţie suplimentară (în teorema 4) ce implică up 7 0 se numeşte 
condiţie de regularitate. Cele mai cunoscute condiţii de regularitate cer ca: 


1) ori rangul jacobianei sistemului de funcţii gi, ..., gm după variabilele 
£1, ---, Zn Să fie egal cu numărul de ecuaţii ale sistemului de restricţii 


(m); 


2) ori gradienţii gi (x*), ..., ga (x*) să fie liniar independenţi; 


3) ori funcţiile g;(x), i = 1, m să fie liniare. 


Remarca 3. Condiţiile 1 şi 2 sunt echivalente. 


Dacă problema cercetată satisface condiţia de regularitate, funcţia La- 
grange ia forma: 


L(x, u) = L(x, 1, u) ) + Sate) 


Ca şi în cazul problemei necondiționate, nu toate punctele critice sunt şi 
puncte de extrem. 


Exemplul 2. z = sin zı > min, zi — r3 =Q. 


Rezolvare. Problema e trivială. Totuşi ea ne permite să ilustrăm cît mai clar metoda 
factorilor lui Lagrange. Lesne se observă că —1 < z < 1. Vom arăta, utilizînd metoda 
multiplicatorilor lui Lagrange, că marginea superioară şi cea inferioară se ating, menționînd 
în prealabil că rangul jacobianei este egal cu 1. Deci uo = 1. În aşa caz, funcţia Lagrange 
are forma: 

L(x1, £2, u) = sin zı + u(zı — r3). 


Aflăm punctele critice în baza sistemului (10) (anulînd gradientul): 


Dacă în ecuaţia a doua z2 = 0, atunci din a treia ecuație avem xı = 0, iar din prima 
u = —1 şi obţinem punctul critic: 


1) zı = 0, z2 = 0, u = —1 cu valoarea z = 0. 
Dacă în ecuaţia a doua u = 0, atunci din prima zı = 5 + kr, k = 0, 1, 2, ..., iar din a 
treia £2 = Yzi + kr, k =0,1,2,...,şi iii punctele critice: 

2) r1 =Z kr, Io = 14 kr k:=0, 1, 2, 


2 2 i 


194CAPITOLUL 7. PROGRAMAREA NELINIARĂ. CONDIŢII DE OPTIMALITATE 


Se înțelege că primul punct critic nu este punct de extrem, deoarece 
z = 0 şi în orice vecinătate a acestui punct există puncte cu valoarea, funcţiei obiectiv 
mai mare şi mai mică decât zero. 

Restul punctelor critice se împart în: 


1) puncte de minim global: 


Tia = (2 2kr; + a tr mn = —1, k= 0, 1, 2, ...; 


2) puncte de maxim global: 


Emar = | Z 2k; |Z 2kr |, zmax = 1, k=0, 1, 2, ... 
2 2 


Răspuns: Zmin = —1, Zmin = (- + 2kr; A =. Æ 25) Re 012 i 


Exemplul arată că o problemă concretă poate fi rezolvată uneori numai 
în baza teoremei 4. Dar, în caz general, la identificarea punctelor de extrem 
sunt necesare şi derivatele parţiale de ordinul 2, 3 etc. 


Teorema 5. Fie funcţiile f, gı, ..., gm de două ori diferenţiabile în 
punctul z* € R”, continuu diferenţiabile într-o careva vecinătate a punctului 
z*, iar gradienții gi(z*), ..., g (x*) fie liniar independenţi. Dacă x* e punct 
de extrem local în (3)—(4), atunci 


Pa Dea hi (11) 


pentru orice uğ, u* ce satisfac (9) şi toţi h € R” — soluţii ale sistemului 


hTg'(2*) =0, i=], m. (12) 


Demonstraţie. Pentru punctul de extrem local z*, în baza condiţiei (9) şi 
remarcei (2), are loc 


0 < f(z* + ah) — f(x") = L(x* + ah, uğ, u*) — L(x*, uğ, u*) = 
1 
= L,(2*, ug, 0) (ah) + (ah) Lila”, u, u”) (ah) + O(a?) = 


2 
= NL, us, u*)h + O(a?) (13) 
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pentru orice deplasări ah € R” (a > 0) din punctul z* ce respectă 
restricţiile (4). Totodată, pentru aceleaşi deplasări ah, dezvoltarea funcţiilor 
gix), i = 1, m, în seria lui Taylor în vecinătatea admisibilă a punctului critic 
z* conduce la sistemul: 


-(z%)(ah;) + O(a) =0, i = I,m. (14) 


Împărţind (13) la a?, (14) la a şi trecînd la limită cînd a — 0, obţinem 
condiţiile formulate. 


Menţionăm că demonstraţia teoremei 5 se aseamănă cu demonstraţia, teo- 
remei 2 din paragraful 6.1. Prin analogie cu demonstraţia teoremei 3 din 6.1 
se arată şi justeţea următoarei teoreme. 


Teorema 6. Dacă funcţiile f, g, ..., gm sunt de două ori diferenţiable în 
punctul z* € R” ce satisface (4) şi dacă pentru careva u$, u* se îndeplineşte 
(9), iar 

hL! (2%, us, u)h > 0 (15) 
pentru toţi h € R” care sunt nenuli şi satisfac (12), atunci z* este punct de 
extrem local al problemei (3)-(4). 


Remarca 4. La rezolvarea problemei (3)-(4) vom ţine cont de remarcele 
1-3 din paragraful 6.1, binevenite aici cu precizările de rigoare. 


Remarca 5. De reţinut că în teoremele 5-6 pentru hessiana L!(x*, us, u*) 
se cere satisfacerea inegalităţilor (11), (15) nu pe tot spaţiul R”, ci doar pe 
mulţimea de soluţii nenule ale sistemului (12). Practic aceasta se reduce la 
determinarea soluţiei generale a sistemului (12), la substituirea ulterioară a 
ei în hIL/(z*, uğ, u*)h şi la cercetarea semnului formei pătratice obţinute pe 

O 
subspațiul R"”, unde r = rang (2%). 
x 

Înainte de a ilustra cum se folosesc teoremele 5-6 direct la rezolvarea unor 
probleme concrete de optimizare locală, vom preciza algoritmul de care ne 
vom conduce: 


0° Se alcătuieşte funcția Lagrange ţinind cont de faptul — sa- 
tisface sau nu satisface problema condițiile de regularitate. 


1° Se determină punctele critice, adică toate soluțiile sistemului (10). 
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2° Pentru fiecare punct critic (x*, už, u*)7 se determină matricea L”(xz*, už, u*). 
> 40» x£ a DE) 


3° Pentru z* se calculează soluţia generală a sistemului (12). Ea se 
înlocuieşte în expresia AT L” (x*, uğ, u*)h, obţinînd o formă pătratică de 
n—r variabile, în care r = rang (2*). În subspaţiul R"—7 se cercetează 

z 
printr-o metodă cunoscută semnul formei pătratice obţinute. Dacă ea 
este pozitiv (negativ) definită, atunci punctul critic z* este punct de 
minim (maxim) local. Dacă ea nu este definită, atunci z* nu este punct 


de extrem. In rest, sunt necesare cercetări suplimentare pentru a clar- 
ifica dacă x* este sau nu este punct de extrem local. 


2 
T ; 1 
Exemplul 3. z = A + z2 > min, =zî?r2 — 1 = 0. 


Rezolvare. 0° Se observă că domeniul de soluții admisibile nu include punctele de pe 
axele de coordonate (xı Æ 0, za # 0) şi că jacobiana are rangul 1 pe tot domeniul de 
soluţii admisibile. Deci uo = 1 şi avem următoarea funcție Lagrange: 


Ei 1 
L= J + 234 u( gate 1). 


1° Aflăm punctele critice ale funcţiei Lagrange rezolvînd sistemul L/,„=0: 


= gı + uzură = zı (1 + uzb) = 0, 


xı 

ðL 

—— = 2g + uz? z2 = x2(2 + uz?) = 0, 

Lə 

ðL 139 > 2 2 
u = 37172 —1 0 Ti z £i ZI x7 


Deoarece xı Æ 0 şi z> Æ 0, înlocuim din ecuaţia a treia z? = — în a doua ecuaţie 
E) 1 2 i 


T3 


2 z 
care ia forma 2+u-3 = 0. Inlocuind tot în ea din prima ecuatie u = — -z , obţinem: 
z5 T2 
2 
2— -g =0& r2 = +1 
Io 


Aşadar, 


sunt puncte critice. 
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2° In punctele critice z*, 2* hessiana 
P , 


pr — 1l+uză duza 
* | duza 2+uzr? 


este egală cu: 


L! (a*, u) = Lu, u) = | A suc, ji (15) 
iar în x*, 7*: 
L! (a*, u) = La, u) = | T în | | (16) 


3° Vom menţiona că, potrivit criteriului 1 din 6.2, atît (15), cât şi (16) sunt nedefinite 
în R?, adică formele pătratice respective au semne variabile. Într-adevăr, pentru 
(15) avem: 


ha, hal a e] |] e e (17) 


care este o formă pătratică nedefinită de două variabile. 


Pentru (16) avem: 


[ha ho] [ya a 2] = 4V2huho, (18) 


care este de asemenea nedefinită. 


Dar pe noi ne interesează semnele formelor pătratice (17) şi (18) nu pe tot R?, ci 
numai pe mulţimea de soluţii a sistemului AT g'(x*) = 0 (vezi (12)). Întrucât 


1 
g(2) = paza — l; 


Og(z) 2, ögle) _ ə 
xı 


= £123; = %1 T2; 
T2 
g'(x) = (£123; zi), 


T 


pentru fiecare punct critic obţinem: 


gif) = (V2, 2)”; 
g'(2*) = (2, 27; 
g'(2*) = (V2, —2)7; 
g(7*) = (- V2, —2)F, 
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cărora, conform (12), le corespund sistemele: 


2 
1) hTg'(a*) = V2h + 2ho = 0 & ho = E 
2 
2) hTg'(£*) = —V2h + 2hə = 0 & hə = ig 
2 
3) ATg'(E*) = Zh — 2h = 0 8 ha = Ya; 


2 
4) hTg'(2*) = —V2ha — 2h = 0 S ho = y 


Substituind expresiile pentru hə în (17) şi (18), hessianelor (15)-(16) le va core- 
spunde o singură formă pătratică 4h2, care este pozitiv definită pentru orice hı. În 
conformitate cu teorema 6, toate punctele critice sunt puncte de minim local cu 
aceeaşi valoare a funcţiei obiectiv zmin = 2. Poate fi arătat că ele sunt şi puncte de 
minim global, dar aceasta o lăsăm pe seama cititorului. 


Răspuns: x*, £*, 2*, 2* sunt puncte de minim local cu aceeaşi valoare a funcţiei obiec- 
tiv Zmin = 2. 

Remarca 6. Algoritmul de mai sus produce, de regulă, dificultăți la 
rezolvarea sistemului neliniar la pasul 1°. În exemplul precedent am trecut 
acest pas utilizînd metode analitice de rezolvare. Dar, în general, nu orice sis- 
tem neliniar poate fi rezolvat analitic. Din această cauză metoda eliminării 
variabilelor are o arie mai restrînsă de aplicaţie, fiind eminamente depen- 
dentă de soluţionarea în formă analitică a sistemului de ecuaţii neliniare. 
Metoda multiplicatorilor Lagrange are însă un anumit avantaj, deoarece la 
rezolvarea sistemului de ecuaţii neliniare e suficient să se afle numai com- 
ponentele punctelor critice ale funcţiei Lagrange, avînd în aşa caz posibili- 
tatea de a recurge şi la metode numerice de rezolvare a sistemelor de ecuaţii 
neliniare. 


Remarca 7. La pasul 3* condiţia că hessiana L” (x*, us, u*) în restricţiile 
(12) este pozitiv (negativ) definită poate fi reprezentată sub formă de n 
condiţii puse asupra semnelor ale n minori de colţ ai matricei de dimensiuni 


(m+ n) x (m+n) i | 
| or A) 


unde g!, este jacobiana sistemului de funcţii g1,...,9m după variabilele 
Ti... Condiţiile de minim (maxim) local sub aşa formă se reduc la 
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cerința ca semnele ultimilor n minori de colţ ai matricei vizate să fie pozitive 
(alternante, primul din ei fiind egal cu (—1)m+1). 


7.4 Programarea neliniară. Condiţii necesare 
John şi Kuhn-Tucker în formă diferenţială 


Vom considera problema 


z = f(x) — min, (1) 


gix) <0, i=1, m, (2) 


care include în (2) restricțiile de semn ale variabilelor şi vom nota în contin- 
uare prin X = {x € R” |g;i(£) < 0, i = 1, m} domeniul de soluţii admisibile. 


Remarca 1. Orice problemă de programare neliniară cu restricții ine- 
galități poate fi adusă la forma problemei clasice de extrem condiționat 
prin introducerea unor variabile secundare s; (i = 1, m) de semn arbitrar, 
pătratul cărora s? (i = 1, m) adunat (scăzut pentru “>”) la părțile stîngi ale 
restricţiilor corespunzătoare transformă inegalităţile în egalităţi. 


Din această afirmaţie reiese că (1)-(2) este echivalentă cu problema: 


z = f(x) — min, (3) 


uz) +32 =0, i=, m. (4) 
Asociind problemei (1)-(2) funcţia Lagrange 


L(x; uo, Uj = = uf (x ) + 3 wigi(x (5) 


în baza principiului lui Lagrange pentru (3)-(4) (vezi teorema 4 din paragra- 
ful precedent) se demonstrează 

Teorema 1. Dacă funcţiile f, gı, ..., gm sunt diferenţiabile în punctul 
x* şi dacă x* este punct de minim local în (1)-(2), atunci există uo € R şi 
u € R”, care nu sunt concomitent egali cu zero şi pentru care au loc: 


OL(x*; uo, u) 
Or; 


= 0, 3=1,n; (6) 


200CAPITOLUL 7. PROGRAMAREA NELINIARĂ. CONDIŢII DE OPTIMALITATE 


Da =0, i= Tm (7) 
OL(x*; 
i <o, i = Tim; (8) 
ia 0, 0 (9) 
Demonstraţie. Vom asocia problemei (3)-—(4) funcţia Lagrange 


A(T; 5; uo, U) = uof(a pZ ui (9; (x L(x; uo, u 3 uis; (10) 


Observînd că membrii stîngi ai restricţiilor (4) sunt continuu diferențiabili 
după s;, putem utiliza principiul Lagrange, conform căruia dacă (z*, s) este 
punct de minim local în (3)-(4), atunci există (uo, u) Z 0 pentru care se 
îndeplinesc condiţiile: 


OA (x*; s; uo, u) OL(x*; uo, u) 


uisi = 0 < > us? 0, 1=1,m, 


DA(z*; 5; uo, u) _ 
Oui 


echivalente cu sistemul: 


Of) ~ 3gla*) 
| = =] 11 
(0) dz; Aj 2 t dr; 0, J on, ( ) 
uigi(£ ) = 0, i= 1, mM, (12) 
gilx*) <0, i=1, m, (13) 


care coincide cu (6)-(8). 

Rămîne de demonstrat că (uo, u) > 0. E clar că uo > 0, deoarece, 
conform principiului Lagrange, pot fi analizate doar două cazuri: ug = 0 şi 
ugo = 1, care confirmă că up > 0. Pentru a demonstra că şi u > 0, vom 
perturba (2) înlocuind termenii liberi nuli cu variabile nenegative b; > 0 (i = 
I, m). În asemenea caz, (2) se scrie sub forma g:(£) < b; (i = I, m). După 
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transformarea. problemei perturbate într-o problemă de tipul (3)-(4), funcţia 
Lagrange se scrie sub forma: 


A(T; s, b; Uo, U) = uof (z ad i — giz) — s?). 
da TOE l OA 
Aplicând principiul lui Lagrange, avem aS 0 (i= 1, m). De unde, ţinînd 
cont de expresia de mai sus, obţinem: f 
o 
ui = wat (i=1, m). (14) 


Acum e clar că multiplicatorul u; reprezintă viteza de schimbare a funcţiei 
f în raport cu b;. Multiplicatorul poate fi numai nepozitiv (< 0), deoarece 
pentru orice valoare b; > 0, valoarea optimă fmin a problemei obţinute este nu 
mai mică decît valoarea optimă fmin a problemei (1)-(2), adică fmin > fmin 
(pe un domeniu mai larg, valoarea optimă a problemei sau se micşorează, 
sau rămîne constantă). Aşadar, f ca funcţie de b; este necrescătoare. Deci 


ð 
= < 0. Ținînd cont de (14), rezultă că u; > 0 (i= 0, m). 


Relaţiile (7), ca şi în cazul liniar, sunt numite condiţii de complementar- 
itate sau condiții de excludere. Din ele rezultă că: 


1) dacă u; > 0, atunci restricţia i se satisface ca egalitate (resursa i este 
deficitară, se consumă complet); 


2) dacă restricţia i se satisface ca inegalitate strictă în punctul de minim, 
atunci u; = 0 (resursa i nu este deficitară, adică la mărirea cantităţii 
de resursă i valoarea optimă a problemei nu se schimbă, deoarece u; = 

pt 

o 0). 

Numind active restricțiile care se satisfac ca egalităţi, pasive — restricțiile 
care se satisfac ca inegalităţi stricte, din (6) (echivalent cu (11)) reiese că în 
punctul de minim local gradientul funcției obiectiv şi gradienţii restricțiilor 
active sunt liniar dependenţi, adică: dacă uo > 0, atunci antigradien- 
tul funcţiei obiectiv — f'(x*) este combinaţie liniară pozitivă a gradienţilor 
restricţiilor active (—f'(z*) = ` uig:(£*), u; > 0, i € I(x*), unde 

icI(z*) 
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I(x*) este mulţimea indicilor restricţiilor active în punctul z*), iar dacă 
ugo = 0, atunci se constată numai că gradienţii restricţiilor active sunt liniar 
dependenţi. Geometric, primul caz este echivalent cu faptul că antigradientul 
funcţiei obiectiv —/f'(2*) aparţine conului `> ugil“), u; > 0, i € I(x*), 

icI(x* 

generat de gradienţii restricțiilor active. d 
Examinînd (11)-(13), vom constata că şi de această dată multiplicatorii 
Lagrange sunt determinaţi cu exactitate de o constantă pozitivă, indicînd 
că dacă (uo, u) Z 0 satisface condiţiile (6)-(9), atunci pentru orice A > 0 
perechea (Auo, Au) de asemenea satisface (6)—(9). Cînd uo > 0, putem alege 


A = —, ceea, ce ne dă posibilitatea, să cercetăm în teorema 1, fără a pierde 
u 


din cererile 2 cazuri: uo = 0 şi ug = 1. Orice supoziţie suplimentară 
referitoare la problema (1)—(2) ce asigură în cadrul teoremei 1 sau în cadrul 
altor teoreme similare cazul up = 1 se numeşte condiţie de regularitate. 
F. John a dedus primul în 1948 condiţiile (6)-(9). Independent de el, Kuhn 
şi Tucker în 1951 au dedus (6)—(9) în condiţii de regularitate. Aceste condiţii 
şi sunt tradiţional numite condiţii Kuhn-Tucker. Condiţii mai slabe au fost 
deduse şi de W. Karush în teza de doctor încă în 1939. 
Oprindu-ne asupra condiţiilor de regularitate pentru (1)—(2), vom menţiona 

că există mai multe condiţii ce asigură cazul ug = 1, printre ele şi următoarele 
două: 


1) gradienţii restricţiilor active în punctul de minim local z* sunt liniar 
independenţi; 


2) condiţia M. Slater. Există x° € R” pentru care gi(x°) < 0, i= 1, m. 


Valabilitatea primei condiţii reiese cu evidenţă din următoarea formă a 
relaţiei (6); 


l,m. 


uof'(2*) + X uig;(a*) =Ü E 
i=1 

Lesne se observă că dacă gi (x*), ..., g (x*) sunt liniar independenţi, atun- 
ci numaidecît se realizează cazul uo = 1, altminteri în punctul de minim 
local z* nu s-ar îndeplini (6), adică f'(x*), gi(x*), ..., ga (x*) ar fi liniar 
independenti. 

Condiţia, Slater se argumentează utilizînd (3)-(4), jacobiana avînd în 
punctul z? rangul m, ceea ce coincide cu condiţia de regularitate pentru 
problema clasică de extrem condiționat. 
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Vom reveni acum la formularea problemei de programare neliniară. Ar 
putea fi evidenţiate, ca şi în cazul liniar, diferite forme ale problemei şi, 
utilizînd diverse procedee, ar putea fi demonstrată şi echivalenţa lor. Dacă 
aşa ceva e justificat în cazul programării liniare de particularităţile metodei 
simplex care cere aducerea problemei de rezolvat la forma standard, apoi 
în programarea neliniară, neexistînd o metodă universală de rezolvare, nu 
se implică necesitatea, evidenţierii unor forme anumite. În această situaţie e 
rezonabil să se formuleze condiţiile de optimalitate pentru problema în formă 
generală. Totuşi, înainte de a trece la teorema respectivă, vom considera 
problema neliniară sub forma canonică (o similitudine cu forma canonică a 
problemei de programare liniară), problemă care ne permite să înţelegem mai 
bine esenţa condiţiilor de optimalitate în cazul neliniar: 


z = f(x) — min, (15) 

gix) <0, i=1, m, (16) 

zj>0, j=l1,n (17) 

Teorema 2. Dacă funcţiile f, gi, ..., gm sunt diferenţiabile în punctul 


x* şi dacă x* este punct de minim local în (15)-(17), atunci există (uo, u) # 0 
pentru care au loc relațiile: 


OL(x*; ug, u) 
P ai e 9 E T, 18 
Dr, >0, j=1,n (18) 
z Da Yo, j=Tm, (19) 
j 
xz;>0, j=l1,n, (20) 
ET 2E E (21) 
L(x*: 
a e 08) a ET, (22) 
Oui; 
Ui > 0, i = 0, mM, (23) 


unde L(x; uo, u) este funcția Lagrange pentru (15)-(17). 
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Demonstraţie. Utilizînd variabile secundare s; (i = 
vom scrie (15)-(17) sub forma: 


z = f(x) — min, 


Membrii stîngi sunt continuu diferenţiabili după s; (i = 1, m) şi t; (j = 


1, n). Deci putem utiliza principiul Lagrange alcătuind în prealabil funcția 
Lagrange: 


A(z; 8; t; uo, u; v) = uof (z£ +u gilx) + s?) + Sula, — 5). 


În punctul de minim local (2%; s; t) există (uo, u, v) Z 0 pentru care se 
satisfac relaţiile: 


= pasi eT, 
Or; Or; 7 7 d 
OA 
du, vujt; =0 < > ut 0, j=l, n, 
OA : 
g aE 20, ]=1,n, 
OA 
gilz*) + s% = 0 4> g;i(£*) <0, i=1, m, 
Oui 
OA 
uisi = 0 < > us? 0, i=l, m. 
Os; 


Ca şi la demonstraţia teoremei 1, se arată că (uo, u) > 0, iar v < 0. Făcînd 
substituţiile şi transformările de rigoare în expresiile de mai sus, obţinem 
condiţiile (18)-(23). Ele mai pot fi scrise şi sub forma (24)-(29); 


fa) E oua" 
uo IT a sam. (24) 
i=1 J 
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aj (u ar) =0, j= Tm, (25) 
zj > 0, = d T, (26) 
g;(z*) < 0, i=1, m, (27) 
u;gil(x*) = 0, i=1, m, (28) 
ui 2 0, i=], m. (29) 


Teorema e demonstrată. 


În calitate de condiţie de regularitate, ce asigură pentru (15)-(17) cazul 
uo = 1, poate servi, de exemplu, condiţia Slater, modificată, desigur, cu 
restricţiile de semn z; > 0 (j=1,n). 

Vom considera în sfîrşit problema generală: 


z = f(x) — min, (30) 

gix) <0, i=1, k, (31) 

g;(z)=0, i=k+1, m, (32) 

x Ee R”, De 0, j=1,s (33) 

Teorema 3. Dacă funcţiile f, ga, ..., gẹ sunt diferențiabile în punctul 
x*, funcțiile 9k41, ---, gm sunt continuu diferenţiabile într-o careva vecinătate 


a punctului x* şi dacă x* este punct de minim local în (30)-(33), atunci există 
(uo, u) Z 0 pentru care se verifică (34)-(39): 


OL(x*; ug, u) OL(z*; uo, u) l 
Oz; Z > Tj Or; i J ) S ( ) 
CALE a, j=3F l, n, (35) 
Or; 
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OL(z*; uo, u) OL(z*; uo, u) s a 
—— <0 PR — 0, = 1, k, 37 
Ou; Di ce ðu; ( 
ðL x, OO 
Li 2 = 0, i=k+ 1, m, (38) 
u; > 0, (e (39) 


unde L(x; uo, u) este funcţia Lagrange pentru (30)-(33). 


Demonstrația este similară cu demonstrațiile teoremelor 1-2: (30)-(33) 
se reduce mai întîi la o problemă clasică de extrem condiţionat şi apoi, cu 
ajutorul principiului Lagrange, se deduc condiţiile respective de optimalitate. 


Există mai multe condiţii de regularitate pentru (30)-(33) care asigură în 
cadrul teoremei 3 cazul ug = 1. Printre ele: 


1. în problema ce se rezolvă lipsesc restricţiile egalităţi, adică k = m, şi 
există x° € X, x? >0 (j = Î, s) pentru care gi(x°) < 0 (i = 1, m); 


2. funcțiile gi, ..., gẹ sunt liniare; 


3. funcţiile gı+1, ---, gk (0 < L< k) sunt liniare şi există un punct x° € X 
pentru care g;(x°) < 0 (i = 1, l). 


Remarca 2. Condițiile de optimalitate din teorema 3 pot fi scrise în 
formă desfăşurată, asemenea cum (6)-(8) sunt scrise în forma desfăşurată 
(11)-(13), iar (18)-(23) — în (24)-(29). În afară de aceasta, din considerente 
de comoditate, condițiile se divizează în trei grupuri: 


1. Condiţii de ordinul întîi. 


EE gi 
Or; 
(DE o sat) ji j=s+1,n 
Or; 


2. Condiţii de admisibilitate. 


gilx) <0, i= 1, k, 
gilx)=0, i=k+1, m, 
Üj > 0, J = 1, S. 
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3. Condiţii de excludere (complementaritate). 


OL(z*; uo, u) | 
x; 37, =0, J=1,s, 
u;gi(x) = 0, i = 1, k, 
ui > 0, i = 0, k 


Punctele ce satisfac condiţiile de optimalitate din teoremele 1-3 sunt numite 
puncte critice (staţionare). E evident că nu orice punct critic este şi punct 
de extrem. 


Condiţiile de optimalitate din teoremele 1-3 numai în cazuri separate 
dau posibilitate să se rezolve nemijlocit problema de programare matemati- 
că efectuînd succesiv următorii paşi: 


1° se alcătuieşte funcţia Lagrange ţinîndu-se cont de faptul — îndeplineşte 
sau nu îndeplineşte problema de rezolvat una dintre condiţiile de regu- 
laritate; 


2° se alcătuieşte sistemul în baza condiţiilor de optimalitate (vezi condiţiile 
din teoremele 1-3); 


3° se determină punctele critice rezolvînd sistemul obţinut; 


4° se cercetează punctele critice cu scopul determinării (selectării) punctelor 
de extrem. 


Vom nota că, deoarece nu există o metodă generală de rezolvare a sistemu- 
lui ce reiese din condiţiile de optimalitate, pasul 3°, de regulă, e cel mai dificil 
şi rareori se trece de el cu brio. Există, în general, unicul “remediu”: dacă 
sistemul e complicat, atunci el se soluţionează examinînd cazurile particulare 
ce reies din condiţiile de excludere, atribuind valori nule factorilor respectivi. 
Evident că în total se obţin 25** cazuri de examinat, ceea ce pentru s + k 
suficient de mare generează, la rîndul său, dificultăţi suplimentare. 

La pasul 4*, care în general nu este de loc trivial, se folosesc diverse 
considerente, printre care şi condiţiile de optimalitate de ordinul doi, care pot 
fi deduse prin: reducerea problemei (30)-—(34) la o problemă clasică de extrem 
condiţionat; utilizarea teoremelor 5-6 din paragraful 6.3 şi a transformărilor 
de rigoare; alcătuirea în fine a condiţiilor căutate. 
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7.5 Criterii generale de optimalitate 


În cadrul acestui paragraf se expun “cele mai” generale criterii de op- 
timalitate locală şi globală — criteriile “record”. Ele îşi găsesc o aplicaţie 
practică redusă, avînd în schimb o importanţă teoretică deosebită. Paragra- 
ful e divizat în două părţi. În prima parte se expun criteriile necesare de 
optimalitate locală în termenii direcțiilor admisibile, în a doua parte se ex- 
pun criteriile suficiente de optimalitate globală şi locală în baza termenului 
punct şa. 


7.5.1 Criterii geometrice de optimalitate locală 
Se cercetează problema: 

f£) — min, ze XC R”. (1) 
Vom spune că vectorul d € R” defineşte o direcţie de descreştere a valorii 
funcţiei f în punctul z* € R” dacă f(x* + ad) < f(z*) pentru toţi a > 0 


suficient de mici. Mulțimea tuturor vectorilor d cu asemenea proprietate o 
vom nota prin F(z*, f). Deci: 


F(x*, f) ={d |d #0,3ô >0: f(z* +ad) < f(x"), va e (0,6)|. 


Dacă f e diferenţiabilă, atunci: 
A E a aT 


Vom spune că vectorul d € R” defineşte o direcție admisibilă în punctul 
x* € X faţă de mulţimea X dacă z* + ad € X pentru toţi a > 0 suficient de 
mici. Mulțimea tuturor vectorilor ce definesc direcții admisibile în punctul 
z* € X faţă de mulţimea X o vom nota prin G(z*, X). Deci: 


G(2*,X) = {d|d 40,38 > 0: z*+ade X,Ya € (0,5)). 


Dacă X = {x € R” | gi(£) < 0,i = 1, m} şi, totodată, funcțiile g;(x), i € 
I(x*), sunt diferențiabile în z*, atunci: 


Golz*, X) = {d | d gi(x*) < 0,1 € Ie") C G(2*, X), 
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unde I(x*) = {i | g;(x*) = 0) este mulţimea indicilor restricţiilor active în 
punctul z*. Dacă z* este punct interior” al mulţimii X, atunci I(z*) = Q. 

Geometric, Fo reprezintă un hiperplan cu vectorul normal f'(x*), iar Go 
(intersecţia hiperplanelor corespunzătoare indicilor din /(z*)) reprezintă un 
con (al direcțiilor admisibile). 


Teorema 1. Dacă x* este punct de minim local în problema (1), atunci: 


F(x*, f) O G(£*, X) =. (2) 


Demonstrație. De la absurd. Să presupunem că (2) nu are loc. Rezultă 
că există un aşa d € R”, încît pentru toţi a > 0 suficient de mici are loc atît 
f(a* + ad) < f(x*), cât şi z* + ad € X, adică în orice vecinătate a punctului 
z* există cel puţin un punct x = z* + ad € X pentru care f(x) < f(x). 
Contradicţie cu definiţia punctului de minim local. 


Sensul teoremei 1 e transparent — din punctul de minim local z* nu 
se pot efectua deplasări oricît de mici în cadrul mulţimii X astfel ca să se 
micşoreze valoarea funcţiei obiectiv. 

Să trecem la problema 


f(x) — min, (3) 
gix) <0, i=1, m, (4) 
E DCR, (5) 


unde D Æ Ú este o mulţime deschisă6. 
Din teorema 1 cu evidenţă reiese 


Corolarul 1. Dacă z* este punct de minim local în (3)-(5), funcţiile 
f, gi, i € I(z*), sunt diferenţiabile în z*, atunci: 


Fo(z*, f) N Go(z*, X) =Í. (6) 


5Punctul z* € X e numit punct interior al mulţimii X dacă există e > 0, încît toată 
vecinătatea V:(£*) C X. 

Mulțimea D se numeşte deschisă dacă ea constă numai din puncte interioare, adică 
D = int D, unde 


intD = {x € R” | V-(z) C D pentru un careva € > 0}. 
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Remarca 1. Deoarece Go(x, X) = Ø pentru orice punct interior x € X, 
condiţia (6) are sens numai în punctele de frontieră”. 


Remarca 2. Din condiţia (2) reies şi alte condiţii particulare de opti- 
malitate, cum ar fi: 


Fo(z*, f)NG(z*, X) = F(x, f)NGo(z*,X) = 0. 


Corolarul 1 poate fi extins asupra problemei: 


f(x) — min, (7) 

gix) <0, i=l, m, (8) 

hi(x)=0, i=1,.4, (9) 

ze DCR, (10) 

unde D — mulţime deschisă. Pentru aceasta avem nevoie de următoarea 


notație: 


Ho(z*, X) = {d | d?hi(z*) =0, i = 1,1}, 
ce desemnează un subspaţiu liniar. 
Teorema 2. Dacă x* e minim local în problema (7)-(10), funcţiile 


f. gi, i € I(x*), sunt diferenţiabile în x* şi gradienții h;(x*), i = 1,l, sunt 
liniar independenți, atunci: 


Fo(z*, f) N Go(x*, X) N Ho(2*,X) = 0. 


Remarca 3. Condiţiile necesare Fritz John şi Kuhn-Tucker sunt o refor- 
mulare în alţi termeni a corolarului 1 şi a teoremei 2, condiţiile de comple- 
mentaritate împreună cu multiplicatorii lui Lagrange servind ca “indicatori” 
ai restricţiilor active şi ai celor neactive. 


7Se numeşte frontieră a mulţimii X mulţimea X \ intX, unde 
X = (ze R” | V(x) NX 70 pentru orice e > 0} 


este închiderea mulțimii X C R”. Elementele frontierei se numesc puncte de frontieră, 
iar cele ale închiderii se numesc puncte de limită. Mulțimea X se numeşte închisă dacă 
X=X. 
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7.5.2 Proprietatea de a fi punct şa — criteriu suficient 
de optimalitate globală 


Să cercetăm problema: 


f(x) — min, (11) 
gix) <0, i=1, m, (12) 
hi(£x)=0, i=1,l, (13) 

ze M, (14) 


notînd în continuare prin X mulţimea de soluţii admisibile. 
Să-i asociem problemei date funcţia Lagrange 


L(z,u,v) = f(x) + > ugla) + > uhila). 


Punctul (2*,u%,v*) € M x RS x R! e numit punct şa al funcţiei Lagrange 
dacă 
L(x*, u,v) < L(x*,u*,v*) < L(x, u*,v*) (15) 


pentru orice z € M şi orice u > 0,v € Ri. 


Teorema 3. Dacă (x*,u*,v*) este punct şa pentru L(x, u,v), atunci x* 
este punct de minim global pentru (11)-(14). 


Demonstraţie. Să presupunem că există z* € M şi (u*, v*), încît u* > 0 
şi se îndeplinesc inegalităţile (15). Avem: 


Dlui — ugle") + dlui oiha”) < 0 (16) 
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pentru orice u > 0 şi v € R!. Din (16) conchidem că g;(2*) < 0, i = I,m, 
hi(x*) = 0, i = 1,1, adică z* € X (x* este soluţie admisibilă). Dacă în (16) 
u; = 0, uj = už, j Fi, atunci avem u;g;(x*) > 0. Pe de altă parte, deoarece 
u; > 0,i = 1, m, şi gi(x*) < 0, avem užgi(x*) < 0. Deci: 


di dl) =0, i= 1, m. (17) 
Din (17) şi (15) obţinem că 


T[i) = L(x*, su) < 


< L(x,u*,v*) = f(£) + > vigla) + > hila) < f(x) 


pentru orice altă soluţie admisibilă x € X, adică z* este punct de minim 
global în problema (11)-(14). 


Să observăm că demonstrînd teorema 3 implicit am demonstrat şi 
afirmația ce urmează. 


Corolarul 2. (x*,u*,v*) este punct şa pentru L(x,u,v) dacă şi numai 
dacă au loc relaţiile: 


L(x*,u*,v*) pu e i xz, EM, 
g;(2*) <0, u;>0, i=1,m, 
h;(x*) = 0, i=1,l, 
užgi(x*) = 0, i=1,m. 


Remarca 4. Din teorema 3 reiese o concluzie importantă: deoarece în 
orice punct optim global cu necesitate se îndeplinesc condițiile de optimalitate 
locală, prin implicație succesivă rezultă că pentru prima componentă x* a 
oricărui punct şa (x*, u*, v*) al funcţiei Lagrange (şi nu numai) se îndeplinesc 
condițiile de optimalitate locală. 


(x*,u*,v*) - punct şa 
4 


z* - extrem global 


4 


Condiţii de optimalitate locală în z* 
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Teorema 3 reprezintă doar un criteriu suficient de optimalitate globală, 
existîind probleme particulare cu valoare finită pentru care funcţia Lagrange 
nu are punct şa. 


Exemplu. Mulțimea de soluţii admisibile a problemei 


—2z — min, 


constă dintr-un singur punct x = 0, care şi este punct de minim. Funcţia Lagrange 


1 1 
L(x,u) = —2z + uz? = (uz — 1) = u(x — e a 


nu are însă puncte şa. Într-adevăr, din corolarul 2 avem condiţiile necesare şi suficiente 
pentru punctele şa: 

L(x*,u*) < L(x,u*), x > 0, 2* >0, 

xz? <0, u> 0, 

uz? = 0. 


Componenta x poate lua doar o singură valoare z* = 0. Pentru componenta u sunt posibile 
două alternative: u* = 0 şi u* > 0. Pentru z* = 0,u* = 0 avem L(0,0) = 0 2 L(x,0) = 
—2%, pentru orice x > 0. Pentru z* = 0,u* > 0 avem L(0,u*) = 0 Z L(x,0) = —2x + 
2 
1 2 
ur = u* (e — ) — — pentru orice z ce satisface inegalităţile 0 < x < —. Astfel, 
u* u* u 
funcţia Lagrange nu are punct şa, în timp ce problema de optimizare are punct de minim. 


Criteriul devine şi necesar, şi suficient doar în cazuri particulare, cum ar fi 
programarea, convexă în condiţii de regularitate. Exemplul de mai sus arată 
că fără condiţia de regularitate criteriul nu este şi necesar. 

Teorema 3 este şi o “punte de lansare” a diferitelor procese de calcul 
bazate pe optimizarea funcţiei Lagrange succesiv după componenta x la min- 
im ((u,v) — fixat) şi după multiplicatorii (u, v) la maxim (x — fixat) pînă 
cînd se ajunge într-un punct staționar, care poate fi considerat doar op- 
tim local. Pentru globalitate mai trebuie de demonstrat, în conformitate cu 
definiţia, că relaţia (3) are loc pentru orice x € M şi orice u > 0,v € R”. 
Adevărul concluziei reiese cu evidenţă din faptul că înlocuirea mulţimii M 
cu o vecinătate V-(z*) C M a componentei z* a punctului şa (2%, u*, v*) nu 
afectează rezultatele vizate pentru problema particulară pusă pe V-(z*) C M. 
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Aşadar, extinderea teoremei 3 pentru atare situaţii cere problema particu- 
lară: 


(18) 


unde z* e Me >0. 


Teorema 4. Dacă există e > 0, încît (x*,u*,v*) este punct şa pentru 
funcţia Lagrange a problemei (18), atunci x* este punct de minim local în 
problema (11)-(14). 


7.6 Programarea convexă. 
Teorema Kuhn-Tucker 


In programarea convexă se minimizează funcţii convexe pe domenii con- 
vexe, problemele avînd caracteristici distincte: 


e extremele locale sunt şi globale; 


e criteriile de optimalitate, în supoziţii suplimentare de regularitate, sunt 
gi necesare, şi suficiente. 


În continuare se elucidează anume aceste momente (în subparagraful 7.6.2). 
In prealabil se introduc noţiunile necesare şi se dezvăluie proprietăţile de 
bază ale funcţiilor convexe (în subparagraful 7.6.1). 


7.6.1 Funcţii convexe. Criterii de convexitate. Propri- 
etăţi 
Funcţia f : X — R,X C R” (X — convexă), se numeşte convexă pe X 
dacă pentru orice xt, x? € X şi pentru toţi A € [0, 1] are loc inegalitatea 


fOz + (1-)r) <ăf(z)+ 0-7). (1) 


Dacă pentru orice x1, x? € X,A € (0,1), inegalitatea (1) rămîne adevărată, 

pentru semnul “<” în loc de semnul “<”, funcţia f(x) se numeşte strict 
convexă. Funcţia f(x) se numeşte concavă (strict concavă) dacă — f(x) este 
convexă (strict convexă). 
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In interpretare geometrică definițiile spun că orice coardă a graficului 
funcţiei convexe (concave) ori se află deasupra (dedesubtul) porțiunii core- 
spunzătoare a graficului funcţiei, ori coincide cu ea, adică fiecare punct al 
oricărei coarde a graficului funcţiei convexe (concave) ori e plasat deasupra 
(dedesubtul) graficului, ori aparţine lui. 


Exemplul 1. Funcţii convexe pe tot domeniul de definiţie: 
e fiı(z)=2x-— 1; 
e fala) = la; 
. fa(2) = ga, k = 0, 1,2, e5 
e fa(z)=-lnz; 
e fs(2) =x? + x3 + 22. 
În conformitate cu definiţia, funcțiile — f1, ..., — f5 sunt concave. 
e fẹe(x)=sing 


este convexă pe fiecare dintre intervalele: 


[77 + 2kr; 2(k + 1yr], k = 0,41, 2,... 


şi este concavă pe fiecare dintre intervalele: 


[2kr; + 2kr], k = 0, +1, 2,... 


Orice funcţie liniară, inclusiv fı, este atit convexă, cît şi concavă, dar nu este nici 


strict convexă şi nici strict concavă. 


Cercetarea convexităţii unei funcţii numai în baza definiţiei e destul de 
dificilă. Se apelează şi la interpretarea geometrică în baza noţiunilor de 
grafic, epigraf şi hypograf ale funcţiei. Vom reaminti că orice funcţie f : 
X > R, X C R”, e deplin descrisă de graficul ei 


afe = {eSa |lre X)e RY. 
Se numeşte epigraf al funcţiei f(x) multimea 
epif(z) = {(x,8) |x € X, f(£) < 8} E RY, (2) 
iar hypograf — mulțimea 
hypf(2) = {(z,b) |£ € X, f(2) > p} C R”. 


Epigraful (hypograful) funcției încadrează toate punctele situate nu mai jos 
(nu mai sus) de graficul ei. 
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Teorema 1. Funcţia f(x) este convexă pe mulţimea convexă X C R” 
dacă şi numai dacă epi f(x) este mulţime convexă. 


Demonstraţie. Dacă f e convexă pe X, atunci din 
MENS fi, TE E 
rezultă: 
fr + (1 — Xa?) < Afar) + (= Afar?) < AB + (1 — A)B2, A € [0,1], 


adică din faptul că (xt, 61), (x°, 2) € epif (x) reiese: 


1 2 À l1 Da À 2 l 
A (ra (a OI NA ) Eei (3) 
Deci, epif (x) este mulțime convexă. 


Reciproc, dacă epif(x) e mulţime convexă, adică (3) se verifică pentru 
orice (xt, 81), (22, B2) € epi f(x), atunci: 


fe + (1 a < AB + (1 = )B2,Ă € [0,1]. (4) 


Dacă luăm fi = f (x1), Ba = f(x), atunci din (4) reiese că f(x) este convexă 
pe X. 


Corolarul 1. Teorema 1 e adevărată şi pentru o funcţie concavă, dacă 
se înlocuieşte epi f(x) cu hyp f(x). 
Corolarul 2. Dacă f(x) este convexă, atunci mulţimea punctelor x € R” 


ce satisfac inegalitatea f(x) < c, c = const, este o mulţime convexă. 


Adevărul afirmației reiese cu evidenţă din faptul că dacă în epif(z) se 
iau numai punctele cu ultima coordonată egală cu c, submulţimea obţinută 
este de asemenea convexă (vezi demonstraţia teoremei 1). 


Corolarul 3. Dacă funcţiile g;(2), i = 1,m, și mulţimea D C R” sunt 
convexe, atunci 


X = e D |gi(£)<0, i=1,m} 
este convexă. 


Corolarul e evident, deoarece intersecţia unui număr finit de mulţimi con- 
vexe este tot o mulţime convexă. 
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Teorema 2. Fie f(x) o funcţie diferenţiabilă pe mulţimea convexă X. 
Funcţia f(x) este convexă pe X dacă şi numai dacă are loc 


fie) > flz')+ (cz flo), Va, ce eX. (5) 


Demonstraţie. Conform definiţiei funcţiei convexe, avem: 
fart =a] SAE) HUA) o 


fr + Alx = 2*)) < AG (2) — fie) = fi), 


de unde, utilizînd şi definiţia funcţiei diferențiabile, obținem: 


aa TE PAT a) 
F(z) — f(x) > A 


ET Pfft 
À À 
pentru orice A € [0, 1]. Trecînd în inegalitatea obţinută la limită cînd A — 0, 
obținem (5). 
Reciproc, fie că are loc (5) şi pentru orice x1, z? € X, A € [0,1], să notăm 
z* = àx! + (1 — A)z?. Avem: 


Toara ea a 
TESZI IFE SaS Fe 


Înmultind prima inegalitate cu À, a doua cu 1 — A şi adunîndu-le, obţinem: 


ATETEA] 


> f(£*) + (Ax! — Ar* + (1 — A)r? — x* + Axr“) fila) file”) 
XI l CA i N ta N 


=0 


Dacă ne reamintim că funcţia liniară 
y = f(2*) + (co fa”) 


reprezintă hiperplanul tangent la graficul functiei f (x) în punctul (x*, f(z*)), 
atunci (5) semnifică nu altceva decît faptul că graficul funcției diferenţiabile 
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e plasat nu mai jos decât hiperplanul tangent la orice punct al graficului ei, 
adică hiperplanul tangent aparţine mulţimii hyp f(x). 


Teorema 3. Dacă f(x) este de două ori diferenţiabilă pe mulţimea 
convexă şi deschisă X C R”, atunci funcţia f(x) e convexă pe X dacă şi 
numai dacă hessiana ei este nenegativ definită în orice punct x € X, adică 


hTP'(a)h > 0 (6) 
pentru fiecare x € X,h e R”. 


Demonstraţie. Să presupunem mai întîi că f(x) e convexă pe X şi fie 
xz € X. Deoarece f(x) este de două ori diferenţiabilă pe mulţimea deschisă 
X, din definiţie reiese că pentru A destul de mic 


fla + Ah) = f(x) Ah fila) + EART pro) + O(A2), (7) 
iar din teorema, 2: 


f(z + Ah) > f(£) +A f'(x), 


pentru A € R”. Scăzînd din această inegalitate expresia (7), obţinem: 


DAT pra)h +00) 30, 


y2 
care, împărțită la 3 şi luată la limită cînd A tinde la zero, se transformă în 


(6). 

Reciproc, să presupunem că are loc (6) şi pentru orice xt, £x? € X să notăm 
h = a? — xl. In acest caz, din teorema Taylor despre valoarea medie€ şi din 
inegalitatea, (6) reiese că 


Fh) — fa) -AT flet) = N Pod > 0 


=x? 


“Teorema Taylor. Dacă X C R” este convexă şi deschisă, iar f(x) e de două ori 
diferențiabilă în X, atunci pentru orice z1, x? € X există 
3 P 2 


x= àr! + (1 — A)z?, A € (0,1), 
încît are loc 


JE) = J) + (2 TE) + 002 — 297 po? a) 
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pentru un careva x = Ax! + (1 — A)z2 € X, A € (0,1). Deoarece xt, x? sunt 
arbitrare, în conformitate cu teorema 2, f(x) e convexă. 


Teoremele 2-3 se formulează în mod firesc atît pentru funcţii strict con- 
vexe, înlocuind în (5) şi (6) semnul “>” cu semnul “>”, cât şi pentru funcţii 
concave (strict concave), inversînd semnele aceloraşi inegalităţi (5) şi (6). 


Exemplul 2. Din teorema 3 reiese că pe R” funcţia pătratică 
f(a) = zl Ax + bla + C, 


unde A — matrice m x n,b € R”, c € R, cu hessiana f”(x) = 2A, este convexă dacă şi 
numai dacă A este nenegativ definită, este concavă dacă şi numai dacă A este nepozitiv 
definită, nu este nici convexă şi nici concavă dacă A este nedefinită. În cazul nedefinit, 
dacă f(x) e cercetată nu pe tot spaţiul R”, ci pe o careva submulțime a lui, în conformitate 


cu inegalitatea (6), f(x) poate fi sau convexă, sau concavă pe X. 


La cercetarea convexităţii unei funcţii criteriile de convexitate din teo- 
remele 1-3 nu totdeauna pot fi verificate efectiv. În asemenea situaţii 
“remediul” rezidă în utilizarea proprietăţilor legate de operaţiile interne pen- 
tru clasa funcţiilor convexe. 


Teorema 4. Fie X C R”, U C R” mulţimi convexe, pi(7),..., Pm(2) 
funcţii convexe pe X. 


I. Dacă funcţia g: X x Y — R (Y — arbitrară) e convexă pe X pentru 
fiecare y € Y şi e mărginită superior pe Y pentru fiecare x € X, atunci 
fi(z) = sup g(x,y) e convexă pe X. 

yeY 


II. Funcţia f-(2) = max y;(x) e convexă pe X. 
tE 


1,... m 


III. Dacă a,...,0m sunt numere nenegative, atunci funcția f(x) = 


y aipilx) e convexă pe X. 
i=1 


IV. Dacă p = (p.(2),...,9m(2))? € U pentru orice x € X, iar g(u) 
e funcţie convexă monoton nedescrescătoare pe U, atunci fu(z) = 
g(p(2)) e convexă pe X. 


V. Dacă funcţia g : U — R este convexă pe U, A este o matrice m x n,b € 
R” şi X = {x € R” | Ax+b € U} # Ọ, atunci funcţia fs(x) = g(Ax+b) 
e convexă pe X. 
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Demonstraţie. Pentru orice x1, x? € X,A € [0,1] are loc: 


I. fi(Az! + (1 — Ajr’) = sup g(Az + (1 — A)z2,y) < 
yeY 


< sup(Ag(z',9) + (1 — à)g(z°,y)) < 


< sup(Ag(7',9)) + sup((1 — à)g(£°, y)) = 


= Afi(z*) + (1 = A) f(a’). 
II. fə(x) e caz particular al funcţiei fı (x). 


HI. fs(Az! + (1 — A?) = X aigi Art + (1 A)2?) < 


SS Dalila!) + (L= Apl) = Afla) + (1 — A) fala”). 
IV. fur + (A?) = alpi + (1 — A)22)) < 
< g(Ap(z) + (1 — A)p(z?)) < Ag(p(z)) + (1 — A)g(p(2)) = 
= fa) + (1 = A) fala’). 
V. fs(Azi + (1 — A)r?) = g (A(àAxt + (1 — A)z2) +b) = 


= g(A( Ax! + b) + (1 — A)(Az? + b)) < 
< Agl Axt +b) + (1 — A)g( Az? +b) = Afs (xt) + (1 — A) f(z). 


Observăm că în toate cazurile se îndeplineşte inegalitatea (1). Deci 
fi(x), i = 1,5, sunt convexe. 


Exemplul 3. Dacă funcţiile p;;(x) > 0, i = 1,m, j = Î,r;, sunt convexe, atunci şi 
funcţia, 


m Pi 
xt) = Qi max iil T ; 
F ) > (a Peny mo ) 


pi > 1,a; >0,i = 1,m, este convexă. Într-adevăr, utilizînd teorema 4: în baza II, fiecare 


dintre funcţiile ma prute) = 1, m, este convexă; în baza IV, este convexă fiecare 
jE{1,..., Ti 
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pi 
dintre funcţiile r max ij w) , pi 2 l,i = 1, m, şi, în sfirsit, în baza III, e convexă 


jE{1,... ri} 
fæ). 
Funcţia f(x) îşi găseşte aplicaţie în metoda funcţiilor de penalizare sub următoarea 
formă particulară: 


m 
f(z) = X max{0, pi(2))Y, p> 1. 
$= 
La o mai bună înţelegere a funcţiilor convexe conduc următoarele două 
teoreme. 


Teorema 5 (inegalitatea lui Jensen). Dacă f(x) este o funcţie con- 
vexă pe mulţimea convexă X, atunci 


m 
pentru orice x!,...,£™ € X şi orice à1,..., Am > 0, NOA =i 
i=l 


Demonstrație.  Imegalitatea Jensen se demonstrează elementar prin 
inducție. Pentru variație vom prezenta o altă demonstraţie. 
m 


Pentru orice A4,..., Am > 0 ce satisfac J A; = 1, şi oricare z!,...,£™ € 
i=1 
X cu uşurinţă se obţine expresia: 


m 


(A) = 5 dazi stà) a = 


i=1 lA 
an taea AA 
= 1 | t| = 
anaE whe l-A Smi") 


E Ja sta Lain T 
= zı + (1 A) (Dea + I-A (= T 
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ar -5 geta nag dd pa : (8) 
1- XA (1-A 1-A 
i=l Ier t=} 
Cazul cînd doar o parte din A4,..., Am sunt strict pozitivi se demonstrează 
similar. 
Deoarece xt,...,£™ € X, aplicînd în (8) proprietatea de convexitate a 


mulțimii X şi trecînd succesiv de la cuplurile de paranteze interioare la cele 
exterioare, obţinem că z(A) € X. Totodată, bazîndu-ne pe faptul că f(x) este 
convexă şi rezultatul din fiecare cuplu de paranteze ( ) aparține mulțimii X 
(suma coeficienţilor respectivi fiind egală cu unu), în urma aplicării acestor 
proprietăţi, împreună cu deschiderea succesivă a parantezelor exterioare spre 
cele interioare obţinem inegalitatea Jensen. 


De reţinut că în teorema 5 s-a demonstrat implicit o proprietate impor- 
tantă a mulțimilor convexe. 


Afirmaţie. Orice mulţime convexă îşi conţine toate combinaţiile convexe 
de un număr finit de puncte. 


Remarca 1. Inegalitatea Jensen conţine în calitate de cazuri particulare 
un şir de inegalităţi importante. Spre exemplu, inegalitatea Cauchy dintre 
media aritmetică şi cea geometrică 


poate fi obţinută din inegalitatea Jensen folosind funcţia convexă f(x) = — ln x. 


Teorema 6. Dacă pe mulţimea convexă X C R” cu intX 7 () funcţia 
f(x) este convexă, atunci f(x) e continuă în orice punct interior z* € intX. 


Demonstraţie. Fără a pierde din generalitate, putem considera că x* = 
0 € int. X, f(x*) = 0 (oricînd se poate trece la funcţia f(y + z*) — f(z*) pe 
mulţimea Y = X\{z*}). 

Deoarece 0 € intX, există un aşa număr p > 0, încît hipercubul 


C= {rE R| —p<r;<pj=Ln), 
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ca vecinătate a punctului 0, aparţine mulţimii X. El are m = 2” virfuri pe 
care le vom nota prin zx!,...,x. Conform teoremei 1 din paragraful 2.2, 
orice punct x € C, poate fi reprezentat ca o combinaţie convexă a virfurilor, 
adică x = Ay! + --- + Am”, unde A +: + Àm = 1, à > 0,i= I,m. Din 
inegalitatea Jensen obținem: 


fa) < DA) s BA =, (9) 


unde 8 = a f(t). Rezultă că f(x) e mărginită pe Cy. 


Să cercetăm acum vecinătatea Cp a punctului 0, unde e€(0, 1]. Pentru 
orice x € Cep, în baza convexităţii funcției f(x), a inegalităţii (9) şi a faptului 
că f(0) = 0, avem: 


Aa) (et gojes 0) < ef (2) +(—2f(0) < ep, 


= 10| pei a (-2)) < l ia) + s. 


Tie l-+e E —I>+e l+e 


Am obţinut că |f (x)| < e8. Rezultă că pentru orice e > 0 există d = $ încît 
pentru orice  € Csp are loc |f(z)| < e. Deci f(x) este continuă în punctul 
z* =Q. 


În punctele de frontieră teorema 6 nu este adevărată. Ca exemplu poate 
servi funcţia 


z2, dacă z € (a, 8), 
1+22, dacă sau z = q, sau £ =, 


ra= 


definită pe segmentul |æ, 8]. 


7.6.2 Teorema Kuhn-Tucker — criteriu de optima- 
litate în programarea convexă 
Problema 
f(x) > min, z € X, (10) 


X — convexă, f(x) — convexă (strict convexă) pe X, se numeşte proble- 
mă de optimizare convexă (strict convexă). Ţinînd seama de proprietatea 
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min f(x) = — max{— f (x)}, problema de tipul (10) în care se maximizează o 
funcţie concavă este de asemenea problemă de optimizare convexă. 


Teorema 7. În problema de optimizare convexă (strict convexă) (10) 
orice minim local este şi minim global (minim global unic). 


Demonstraţie. Fie z* € X un punct de minim local în (10). Rezultă că 
există un e > 0, astfel că f(z*) < f(x) pentru orice x € V-(z*) = {x € 
R” | |z—l<e). 

Să presupunem de la absurd că z* nu este minim global, adică există 
x° € X, astfel că 


fa) < fo). (11) 


Din faptul că X e convexă rezultă că pentru orice A € (0,1) punctul 
(A) = Ax" + (1 — A)z* aparţine mulţimii X. Dacă mai cerem în plus ca 
A < To ii atunci: 
ze — |] 
læ) — zl = all — a < e. 


Pe de o parte, din faptul că z(A) € V-(z*) avem: 


FU) > fl), (12) 


iar, pe de altă parte, din convexitatea funcţiei f(x) şi din (11) avem: 


PEASANT TE (1 = fr) < Al) + (= A = fi), 


ceea ce contrazice (12). Deci z* e minim global. 

Fie în sfîrşit f(x) strict convexă şi fie z* un punct de minim global. Să 
mai presupunem că există x° € X, x° 7 z*, astfel că f (x°) = f(z*). Conform 
definiţiei funcţiei strict convexe, 


(3e e) < pre re = re) (13) 


1 1 
Deoarece X e convexă, E + că € X, şi (13) contrazice faptul că z* e 


minim global. 


Teorema. 7 are o semnificaţie deosebită. Ea echivalează problema, deter- 
minării minimului global cu cea a determinării minimului local. Acest fapt 
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permite în procesele de optimizare să se stopeze calculele îndată ce explo- 
rarea în imediata vecinătate a unui punct admisibil nu mai conduce la soluţii 
admisibile îmbunătăţite. Totodată, graţie teoremei 7, în optimizarea con- 
vexă atributele global şi local se suprapun, devenind identice, şi, de regulă, 
se omit, ceea ce s-a şi făcut în programarea liniară — caz particular al opti- 
mizării convexe. 

Să trecem la problema: 


z = f(x) > min, (14) 
gix) <0, i=1, m, (15) 
toz 0 j= 1m (16) 


unde f(x), gi(x), i = 1,m, sunt convexe şi cel puţin una dintre funcțiile 
f(x), gi(£), i = 1, m, este neliniară. Problemei (14)-(16) îi vom asocia funcția 


regularizată Lagrange L(x, u) = f(x) + X ugil). În paragraful precedent 
i=1 


am demonstrat că prima componentă a oricărui punct şa al funcţiei Lagrange 
este un punct optim. Tot acolo am prezentat un exemplu prin care am ilustrat 
că o problemă de programare convexă ce nu satisface condiția de regularitate 
poate avea soluţie optimă, în timp ce funcția Lagrange regularizată nu are 
puncte şa. Să expunem în continuare remarcabila teoremă Kuhn-Tucker, ce 
formulează condiţiile necesare şi suficiente de optimalitate în programarea 
convexă. 


Teorema 8 (teorema Kuhn- Tucker). Să presupunem că problema 
(14)-(16) satisface condiţia de regularitate Slater: 


ei Oe gilr) <0, i=1,m. 


Punctul z* > 0 este optim în problema (14)-(16) dacă şi numai dacă există 
u* > 0, încît (x*,u*) este punct şa al funcţiei Lagrange. 

Demonstraţie. Suficienţa (<=) a fost demonstrată în paragraful 7.5 (teo- 
rema 3) în lipsa condiției de regularitate. 

Necesitate (=>). Fie z* un punct de minim în problema (14)-(16). Să 
considerăm în spaţiul R+! următoarele două mulţimi: 


102). (2)-(0)) 
Ale) az) 
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Mulțimea Z este convexă ca ” intersecţie” a unui număr finit de semispaţii. 


1 2 
Să demonstrăm că Y este convexă. Fie ( A ) i ( W ) € Y. Rezultă că 


există x1, x? > 0 încît: 


1 
Să demonstrăm că A ( pi ) + (1-A) ( W ) € Y,A e [0,1]. Din aceste 


inegalităţi şi din convexitatea funcțiilor f(x), gi(x), i = 1,m, obţinem: 


fOz + 
gOz + 


de unde şi rezultă, că Y este convexă. 

Întrucît z* este punct de minim, mulțimile Z şi Y nu au puncte co- 
mune. În conformitate cu teorema despre hiperplanul de separație”, există 
(co,c) E RH, (co, c) Æ 0, încât 


(co, c) ( o ) < (co, c") ( r ) (17) 


pentru orice (29,2) € Z, (Yo, y) E€ Y. 

Din construcţia mulţimii Z şi din (17) rezultă că (co, c) > 0 (toate com- 
ponentele punctelor din Z pot fi negative şi oricît de mici). 

Deoarece (f(x*), 0) apartine frontierei mulţimii Z, avem: 


cof(z*) < (co, c") ( s ) pentru orice (yọ, y) € Y, 


de unde: 
Cof (£*) < cof (x) + cT g(x) pentru orice x > 0. (18) 


Teorema despre hiperplanul de separație. Dacă mulțimea convexă X nu are puncte 
comune cu mulțimea convexă Y (X QY = Q), atunci pentru mulțimile X şi Y există un 
hiperplan de separație, adică există c 7 0, astfel că 


Tr < cy 


pentru orice x € X,y € Y. 
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Să arătăm că co > 0. Într-adevăr, dacă presupunem contrariul (că co = 0), 
atunci din (18) rezultă că 


cTg(x) > 0 pentru orice x > 0. (19) 


TȚinînd cont că c > 0, obţinem că pentru x°, în care se satisface condiţia 
Slater, avem cTg(x°) < 0, ceea ce contrazice (19). 
Intrucât co > 0, împărțind ambii membri ai inegalităţi (18) la co, obţinem 


u* > 0, (20) 
f(a*) < f(x) + (u*)" g(x) pentru orice x > 0, (21) 


1 
unde u* = —c. Dacă înlocuim în (21) z = z*, obţinem (u*)7g(2*) > 0, iar, 


Co 
pe de altă parte, deoarece u* > 0, g(z*) < 0, avem (u*) 
împreună implică 


Tg(x*) < 0, care 


(4) g(2) =0. 
Totodată, deoarece g(z*) < 0, vom avea 
f(z) > fl) + u ate”), (22) 


pentru orice u > 0. 
Din (20)-—(22) reiese că (x*, u*) este punct şa al funcţiei Lagrange. 


Remarca 2. Dacă problemei ( 14)- 16) i se asociază funcţia neregulari- 
zată Lagrange L(x, uo,u) = uof (x£) + H uigi(x), cu uşurinţă se observă (din 


demonstraţia teoremei 8) că Crena EA optimalitate este adevărat şi fără 
condiţia de regularitate, dar cu L(x, uo, u). 


Există diferite variante ale teoremei Kuhn- Tucker, diferite generalizări ale 
ei, concretizări şi aplicaţii în teoria optimizării. Să prezentăm în continuare 
câteva rezultate referitoare la cazul problemelor de programare convexă cu 
funcţii componente diferenţiabile. 


Teorema 9. Să presupunem că funcţiile f, gi, ..., gm sunt diferenţiabile 
în x* € X şi problema (14)-(16) satisface condiţia de regularitate Slater. 
Punctul z* este punct de minim în (14)—(16) dacă şi numai dacă există 
u* e R™ pentru care se verifică relaţiile: 
oL(x*, u*) 
Or; 


>0, 3=1,n, (23) 
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L * 


=0, j=i 24 
Oz; ) J ) n, ( ) 
r; > 0, j=l1,n, (25) 

ðL * x 
a E VE (26) 

ðL * x 
ui ci Lise Stie. (27) 
už >0, i=1, m. (28) 


Demonstrație. Necesitatea coincide cu teorema 2 din paragraful 7.4. 
Suficienţa. Fie că se îndeplinesc condiţiile (23)-(28). Intrucît L(x, u) este 
convexă după x pentru x > 0, în baza inegalității din teorema 2 obţinem: 
L(x, u*) > L(x*,u*) + (x — 9) L(a*,u*). 
De aici şi din (23)-(25) rezultă: 
L(x*,u*) < L(x, A Pa z > 0. (29) 
Deoarece L(x, u) e liniară după u, obţinem: 
L(z*,u) = L(x*,u*) + (u — u*)" L! (a*,u*). 
De unde, tinînd cont de (26)-(28), rezultă: 


L(x*,u) < L(x*,u*), u > 0. (30) 


(29)-(30) demonstrează că (x*, u*) este punct şa. 


Să examinăm şi problema generală: 


z = f(x) — min, (31) 
Dle <0, i= 1, k, (32) 
gi(z)=0, i=k+1, m, (33) 
xe R”, 2 0, j=1,s, (34) 


unde f(x), gi(2),î = 1, k, sunt convexe pe X; g;(x), i = k + 1, m, sunt liniare. 
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Teorema 10. Să presupunem că funcţiile f, gı, ..., gy sunt diferențiabile 
în z* € X, inegalităţile (32) satisfac condiţia de regularitate Slater, funcţiile 
Jk+1; ---, Jm Sunt liniare şi rangul matricei sistemului (33) este egal cu m-— k. 

Punctul x* este punct de minim în (31)—(34) dacă şi numai dacă există 
u* Z 0 pentru care: 


DL) ƏL(x*, u*) | 

Stii ul A e 4 = =l 35 

Oz; — kl Ti Oz; ) J ) S, ( ) 
ðL x * 

au Jestina. (36) 

J 
zi >0, j=1s, (37) 
OL(z*, u*) OL(x*, u*) 
<0 = = k 

du, <0, w Za 0). 11, k, (38) 
ðL x x OO 
AE o, i=k Fl, m, (39) 
už > 0, S (40) 


unde L(x, u) este funcția regularizată Lagrange pentru (31)-(34). 
Demonstrație. Necesitatea coincide cu teorema 3 din paragraful 7.4. 
Suficientța se demonstrează în mod analogic cu demonstraţia suficienţei 

teoremei 9. 


Dacă revenim acum la remarca 4 din paragraful 7.5, vom observa că 
în programarea convexă. regularizată schema, vizată, se transformă, datorită 
teoremei 7 şi teoremei Kuhn-Tucker, în următoarea relaţie de echivalență: 


Programare convexă + Condiţii de regularitate 


(x*,u*) — punct şa 


z* — punct optim 


Condiţii de optimalitate în z* 


de unde cu evidenţă reies următoarele condiţii de existenţă a punctului şa al 
funcţiei Lagrange. 
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Teorema 11. Să presupunem că funcţiile f, gı, ..., gy sunt diferenţiabile 
în z* € X, inegalităţile (32) satisfac condiţia de regularitate Slater, funcţiile 
Jk+1; ---, Jm Sunt liniare şi rangul matricei sistemului (33) este egal cu m—k. 

Punctul (x*,u*) este punct şa al funcţiei Lagrange a problemei (31)-(34) 
dacă şi numai dacă se verifică condiţiile (35)-(40). 


O teoremă similară poate fi formulată şi pentru funcţia Lagrange a prob- 
lemei (14)-(16). 


Capitolul 8 


Metode numerice în 
programarea neliniară 


8.1 Metode de minimizare a funcţiilor de o 
singură variabilă 


Teoretic, determinarea minimului unei funcţii diferenţiabile de o singură 
variabilă se reduce la identificarea în mulţimea de soluţii ale ecuaţiei f'(x) = 0 
(mulţime lărgită cu punctele de frontieră, în cazul minimizării pe un segment) 
a punctelor de minim local, cu selectarea ulterioară, în caz de necesitate, a 
celui global. 

Practic însă procedeul descris rareori e realizabil — din diverse motive. 
Primo — soluţionarea analitică a ecuaţiei f'(x) = 0 este, în general, la fel de 
complicată ca şi problema iniţială de optimizare, iar soluţionarea numerică 
este, de regulă, mai eficientă prin metode special elaborate pentru optimizare. 
Secundo — în problemele cu caracter practic funcţia obiectiv este arareori 
diferenţiabilă, iar adesea proprietatea dată nici nu poate fi verificată, ceea ce 
dictează necesitatea elaborării unor metode care nu folosesc derivate, fiind 
iminentă, totodată, crearea metodelor numerice, special orientate spre re- 
zolvarea problemelor de optimizare. Lista argumentelor de aşa natură poate 
fi lărgită: 

1. metodele de determinare a punctelor de optim ale funcţiilor de o sin- 

gură variabilă se utilizează cu succes în algoritmi de determinare a 


punctelor de optim ale funcţiilor de mai multe variabile, fiind posibilă, 


231 
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uneori, soluţionarea nemijlocită, prin procedee specifice, a problemelor 
multidimensionale numai prin algoritmi de optimizare unidimensională; 


2. funcţiile de o singură variabilă reprezintă un poligon excelent de verifi- 
care a eficacităţii metodelor de optimizare multidimensională, chiar şi 
prin compararea, lor cu metodele unidimensionale; 


3. nu există metode universale de determinare a punctelor de min- 
im ale funcţiilor de o singură variabilă (mai corect, ele nu sunt 
eficiente) — diverselor clase de funcţii li se potrivesc metode diferite; 


4. problema de optimizare poate fi soluţionată exact sau aproximativ — 
respectiv şi metodele de soluţionare pot fi exacte sau aproximative, cele 
numerice fiind, de regulă, aproximative; 


5. metodele de soluţionare pot fi locale sau globale, în funcţie de esenţa 
problemei puse — determinarea punctelor de minim local sau global, 
ultima problemă fiind, în general, mult mai complicată. 


8.1.1 Metode de căutare 


Dacă despre funcţia obiectiv se ştie doar că este continuă pe segmentul 
[a,b], atunci soluţionarea exactă a problemei de optimizare cere practic ex- 
plorarea valorilor funcţiei obiectiv în toate punctele segmentului. În schimb, 
soluţionarea aproximativă permite explorarea valorilor funcţiei într-un număr 
finit de puncte. Modurile de selectare a acestor puncte delimitează metodele 
de rezolvare a problemelor unidimensionale. 


Metode de căutare pasivă. Aceste metode stabilesc punctele de ex- 
plorare chiar la lansarea în execuţie a algoritmului, neţinînd cont de valorile 
funcţiei obiectiv în ele. În calitate de soluţie aproximativă se alege punctul în 
care valoarea funcţiei obiectiv este cea mai mică, în multe cazuri fiind dificilă, 
dacă nu imposibilă, evaluarea exactităţii cu care se determină soluţia. 

Totuşi, dacă funcţia obiectiv posedă proprietăţi specifice, metoda de 
soluţionare poate deveni eficace. Astfel, pentru funcţia f : [a,b] — R care 
satisface condiţia Lipschitz: există L > 0, încât pentru oricare z,y € [a,b] 
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are loct: 
f(x) — f) < Lle — yl, 


lesne se determină cu orice exactitate e > 0 soluţia problemei pe segmentul 
[a,b], alegînd numărul de puncte 


£o =Q < Tı < oa ee En—1 < Tn = b, 
= A, E, să 
Li = Zi +h, î=0,n—2, h= ——, în care se calculează valoarea funcţiei 
n 


obiectiv, în baza formulei: 


E 


a Eco) | 


iar în calitate de soluţie aproximativă alegînd z* = ar Hi f(x). Să sublin- 
1€10,...,.n 
iem că în acest caz soluţia găsită o aproximează corect pe cea optimă atit 


după argument, cât şi după valorile funcţiei. Problema rămîne deschisă dacă 
optimul se caută pe un interval nemărginit. 

Metoda căutării pasive se utilizează cu succes şi în cazul funcţiilor uni- 
modale. Să reamintim că funcţia f(x) este unimodală pe [a,b] dacă există? 
z* € [a,b], astfel că: 


f(xı) > f(z2), dacă zı < £2 < x*, £1, £2 € [a,b]; 
f(x) < f(z2), dacă zx* < xı < £2, £1, £2 € fa, b]. 


Aşadar, funcția unimodală descreşte monoton la stînga de x* şi creşte mono- 
ton la dreapta de x*. Această proprietate este echivalentă faptului că dacă 
f(x) îsi realizează pe [a,b] minimul, atunci şi-l realizează anume în punctul 
gS, 

Evident, funcţiile convexe sunt unimodale, dar nu orice funcţie unimodală 
este convexă, adică clasa funcțiilor unimodale este mai largă decît clasa 
funcțiilor convexe. 

Algoritmii de căutare pentru funcţiile unimodale se reduc la determinarea 
unui subinterval din [a,b], suficient de mic, care include punctul z*, alegînd, 


Pentru o funcţie continuă şi diferenţiabilă pe segmentul [a,b] condiţia Lipschitz arată 
că derivata funcţiei este mărginită (vezi teorema lui Lagrange din cursul de analiză matem- 
atică). 

2Cerinţa, de existenţă a punctului z* € [a,b] poate fi lărgită cu cea de existenţă a unui 
subinterval |a, 8] C [a,b] în care f(x) = const pentru orice x € fa, 8] şi f(x) descreşte 
monoton la stînga de |a, 8] şi creşte monoton la dreapta de [a, 6]. 
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în caz general, soluţia aproximativă cu exactitatea dorită doar după argu- 
ment, determinarea soluţiei aproximative cu exactitatea dorită după valorile 
funcţiei cerînd cunoaşterea şi a altor proprietăţi ale funcţiei f(x). Numărul 
2(b — 2| 


de puncte în care se calculează valoarea funcţiei este egal cu n = | 
E 


Metoda dihotomiei pentru funcții unimodale. De menționat că 
algoritmii de căutare pasivă cer determinarea valorii funcţiei în n +1 puncte 
(n se calculează după formula respectivă). Apare întrebarea dacă exactitatea 
dorită poate fi realizată utilizînd un număr mai mic de puncte. Metoda 
dihotomiei satisface o astfel de cerinţă, reducîndu-se la micşorarea, într-un 
număr finit de iterații, a intervalului de localizare a minimului şi la alegerea, 
în calitate de soluţie aproximativă, a unui punct distinct din intervalul final 
de localizare a minimului. Să descriem în continuare această metodă. 

Pe [a,b] se aleg două puncte: r = =, y = ete, e > 0. După prima 
iteraţie lungimea segmentului de localizare a minimului (vezi infra Remar- 
ca 1) este egală cu bate, La iteraţia următoare punctele x şi y se aleg la 
distanța į de la mijlocul segmentului de localizare a minimului, lungimea 
lui fiind egală cu bate, Repetînd acelaşi procedeu mai departe, după k 
iterații segmentul de localizare a minimului are lungimea, 44e, Evident, 


2k 
a Eke ne DA 5- Cerînd ca această valoare să nu depăşească exactitatea 


2k 2 
2(b—a) 


dorită £, obținem Du +5 <€ De unde k > log asa Aşadar, pentru 


realizarea exactităţii dorite e, trebuie efectuate cel puţin k = [iog ata | 


iterații. Deoarece la fiecare iterație se determină două puncte (x şi y), 


numărul total de puncte utilizate este n = 2 [iog aea | + 2. Comparînd 


această estimaţie cu estimaţiile din metoda căutării pasive, cu evidenţă reiese 
că pentru valori mici ale lui e metoda dihotomiei este mai eficientă. De exem- 
plu, pentru orice funcţie unimodală, determinarea minimului cu exactitatea 
e = 0,01 pe intervalul [0; 100| prin metoda căutării pasive cere n = 20000 
puncte, pe cînd prin metoda dihotomiei cere doar n = 32 puncte (în 15 
iterații). 

Remarca 1. În cazul funcțiilor unimodale, pentru orice patru puncte 
a<zx< y< b poate fi ales un interval mai mic de localizare a minimului, 
fiind posibile următoarele situaţii: 


1. dacă mint f(a), f(x), f(y), f(b)) se realizează sau în punctul a, sau în 
punctul b, atunci şi minimul funcţiei se atinge sau în intervalul |a, x), 
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sau în intervalul (y, b]; 


2. dacă min{ f(a), f(x), f(y), f(b)} = f(x), minimul funcţiei se află în 
intervalul |a, y 
dacă mini f(a), f(x), f(y), f(b)} = f(y), minimul funcţiei se află în 
intervalul (z,b]; 


3. dacă f(x) = f(y), minimul funcţiei se află în intervalul (x,y). 


Metoda Fibonacci pentru funcţii unimodale. Ținînd cont de cele 
expuse mai sus, e rezonabilă întrebarea: poate oare fi îmbunătaţită metoda 
dihotomiei alegînd o strategie mai bună de selectare a punctelor specificate 
x si y? 

Se dovedeşte că în ceea ce priveşte numărul de puncte utilizate mai bună 
este metoda bazată pe numerele lui Leonardo Fibonacci: 


Fo=H=l, 
F; = Fi- + Fi-2, i= 2,3,... 


E clar că pe [a,b], pentru i > 2, punctele: 


sunt situate simetric față de mijlocul segmentului [a,b] — situaţie similară 
cu cea din metoda dihotomiei. 


Alegînd un număr oarecare n, în n — 1 iterații lungimea segmentului de 


localizare a minimului poate fi redusă la mărimea a, utilizînd următorul 
n 
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algoritm care şi generează în final soluţia aproximativă: 


Fi—2 


0 i= ryd b — 
i=n, zr=a F ( ), 
i—1 
EPES SEN e 
1° i=i-—l; 
dacă f(x) < f(y), atunci minimul e localizat în |a, y) : 
A ya, 


Fi 
z=a+ m (b-a); 


dacă f(x) > f(y), atunci minimul e localizat în (bis 


F; 
y=a+ L — a); 


F; 
dacă f(x) = f(y), atunci minimul e localizat în (x,y) : 

d = b=y, 

Fi—2 

=a+ b— 
dai C 
Y= A] 
3a +b 3b 
2° dacă i> 2 trecere la 1°; x= e A ga e 


dacă f(x) < f(y), atunci <x este soluţie optimă, 
dacă f(x) > f(y), atunci y este soluţie optimă. 


După prima iteraţie lungimea segmentului de localizare a minimului este 


Po : % v à A „yu Fo 3; è 
== (b—a). La adoua iteraţie, această marime e înmulțită cu 7% i şi lungimea 
n n— 
Fn-—2 


segmentului de localizare a minimului devine egală cu == (b— a). La a treia 
n 


(b — a) şi, continuînd procedeul mai departe, la iteraţia 


Fn-3 
Fn 
n — 1 obţinem 

De menţionat că la fiecare iteraţie punctul “nou” (din interiorul segmen- 
tului de localizare a minimului) este simetric punctului “vechi”. 

În cazul în care nu este cunoscut numărul n, dar este dat £, algortitmul 
descris poate fi completat cu un pas iniţial care stabileşte numărul n de 
iterații ca cel mai mic număr natural care satisface inecuaţia b — a < ef. 

Se observă că numerele lui Fibonacci pot fi calculate şi fără formula de 


recurenţă. Elementele şirului (t*) satisfac formula de recurenţă dacă verifică 


iteraţie obţinem 


ecuaţia t? — t — 1 = 0, care are două soluţii: tip = VS, Dacă notăm 
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T = iai 314618, atunci tı = 7, iar to = —ł œ~ —0,618. Evident, şirul 


; i ; i z 
CIT’ + C2 (—2) ! de asemenea satisface formula de recurenţă. Rezolvînd 


sistemul de ecuaţii: 


Fo 


G+ =, 


Fi = CiT — Co— = 1, 
T 


aflăm că: 


y y . $ ha fi i+1 
Lesne se observă că pentru valori destul de mari ale lui i avem F; ~ T 
Fiu A i . Dei ; 
şi —p ~ 7. Ultima expresie sugerează ideea că punctele x şi y ar putea fi 
generate astfel ca la diferite iterații intervalul de localizare a minimului să fie 
divizat în acelaşi raport I = 0,618. 


Metoda secţiunii de aur? pentru funcţii unimodale. Are loc egal- 
itatea 72 — T = 1, din care: 1 — = = 4. Ţinînd cont de această 


T T2 


identitate, în baza metodei Fibonacci poate fi construită metoda secțiunii de 


72—7 


3Divizarea segmentului [a,b] prin punctul z, astfel că raportul lungimii întreg segmen- 
tului la lungimea subsegmenului mai mare este egal cu raportul lungimii subsegmentului 
mai mare la lungimea. subsegmentului mai mic (egal cu 7 1,618) se numeşte secţiune de 
aur. Raportul dat are o proprietate remarcabilă, observată încă în antichitate: tabloul, 
clădirea, sculptura etc., care se înscriu în dreptunghiuri laturile cărora sunt împarţite în 
asemenea proporţie (7), favorizează perceperea cea mai clară şi mai facilă a obiectului 
vizat, fapt pe larg utilizat de pictori, sculptori, arhitecţi etc. 
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aur: 


1° dacă f(x) < f(y), atunci b=y, Br A 


dacă f(x) > f(y), atunci a= E= i 


dacă f(x) = f(y), atunci a=zxr, b=y, 


2° dacă b-— a > e€, trecere la 1°; 
x,y sunt soluţii optime. 

După k iterații segmentul de localizare a minimului va avea o lungime nu 
mai mare decît e, Dacă cerem ca 2-a < £, atunci exactitatea cerută £ se va 
realiza în cel mult n = log, 2-a | iterații. Compararea acestei estimații cu 
estimaţia de rigoare pentru metoda dihotomiei ne demonstrează că pentru 
a atinge exactitatea dorită metoda secțiunii de aur efectuează, în general, 
mai multe iterații, utilizînd totodată mai puține puncte de calculare a valorii 
funcţiei. 

Comparind lungimea ve a segmentului de localizare a minimului după 
n — 1 iterații ale metodei Fibonacci cu lungimea La a segmentului de lo- 
calizare a minimului după n — 1 iterații ale metodei secţiunii de aur vom 


remarca că pentru valori destul de mari ale lui n are loc relaţia: 


b-—a 
2 
nl T 
x — 25 1, 1707712. 
b-a 5 i 
Fa 


Aşadar, metoda Fibonacci teoretic este mai eficientă decît metoda secţiunii 
de aur, deoarece după n — 1 iterații lungimea segmentului de localizare a 
minimului este cu 17% mai mică decît lungimea segmentului similar aflat prin 
metoda secțiunii de aur. Practic însă metoda secțiunii de aur are anumite 
avantaje: 
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1. nu trebuie ştiut chiar de la lansarea în execuţie a algoritmului numărul 
preconizat, de iterații n, cum o cere metoda Fibonacci, deoarece pro- 
cesul de calcul prin metoda secţiunii de aur se opreşte atunci cînd 
lungimea segmentului de localizare a minimului este mai mică decît €; 


2. în fiecare iteraţie se fac calcule omogene. 


8.1.2 Metode de căutare prin interpolări 
succesive 


Metodele expuse supra funcţionează, în principiu, după o schemă co- 
mună: pe segmentul [a,b] se generează un punct y; simetric lui, în raport 
cu mijlocul segmentului [a,b], se alege punctul z; în baza acestor puncte se 
determină segmentul de localizare a minimului (vezi Remarca 1). 

După o schemă asemănătoare lucrează şi metodele de optimizare prin in- 
terpolări succesive. De exemplu, în baza a trei puncte a,y,b se construieşte 
polinomul de interpolare de ordinul doi. Se determină punctul z de minim 
al polinomului de interpolare. Se află segmentul de localizare a minimului, 
care conţine unul dintre punctele z sau y. Procedeul descris se repetă pentru 
fiecare segment de localizare a minimului pînă cînd se atinge precizia dorită. 
De menţionat că la prima iteraţie punctul y se generează prin metode cunos- 
cute (Fibonacci, secţiunea de aur etc.). 


Metoda parabolelor. Metoda se utilizează, de regulă, la determinarea 
minimelor funcţiilor unimodale. Funcţia f(x) se interpolează în a,y,b prin 
polinomul pătratic p(x) = az? + Bx + y. Se determină valorile coeficienţilor 
rezolvînd un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute. In consecinţă, p(x) 
ia forma: 


b- y l y—a 
Minimul lui se realizează în punctul: 


aa b a a =EN) 
W= TOEF ENNO 


A A 3 i za aie Bă y 
In cazul în care z = y, lui y i se atribuie valoarea w gi se repetă procedeul 
descris. 

Pot fi construite şi alte scheme ale metodei. 
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Metoda interpolării cubice. Metoda se aplică la determinarea min- 
imelor funcţiilor care pot fi aproximate eficient prin polinoame cubice: 
p(x) = az? + Bx? + yr + ô. 

Pot fi construite diverse scheme. Dacă funcţia f(x) nu este diferenţiabilă, 
atunci la determinarea, coieficienţilor polinomului p(x) se utilizează toate 
patru puncte: a,x,y,b, rezolvind un sistem de patru ecuaţii cu patru ne- 
cunoscute: a, 0,y,6. Determinarea minimului unui polinom cubic se reduce 
la rezolvarea unei ecuaţii pătratice. Dacă f(x) este diferenţiabilă, atunci la 
determinarea coeficienţilor polinomului pot fi folosite şi trei, şi două puncte. 
În asemenea caz se utilizează şi valorile derivatei de ordinul întîi în punctele 
vizate. 


Aproximarea, prin polinoame de gradul 4,5 etc. sau prin funcţii-spline ne 
permite să construim şi alte metode de optimizare prin interpolări succesive. 
Utilizarea unor aşa metode în cazul funcţiilor multiextremale solicită condiţii 
suplimentare care ar asigura convergenţa procesului de calcul spre minimul 
funcţiei (local sau global). 


8.1.3 Metoda tangentelor 


Dacă funcţia unimodală f(x) mai este şi diferenţiabilă, atunci schema 
descrisă poate fi îmbunătăţită: la fiecare iteraţie se generează un singur punct 
x — mijlocul segmentului |a, b| de localizare a minimului. Dacă f'(x) < 0, 
atunci minimul este localizat în |[z,b]; dacă f'(x) > 0, atunci minimul este 
localizat în fa, x]; dacă f'(x) = 0, atunci z este punct de minim. 

Metoda tangentelor optimizează schema descrisă, punctul 


_ f(a) — F(b) + bf'@) -af'(a) 
Pb) — f'(a) 
fiind punctul de intersecție a tangentelor la graficul funcției în punctele 


(a, f(a)) si (b, f()): y = f(a) + f'(a)(x — a); y = f(b) + F'O) (x — b). 


8.2 Metode numerice de optimizare necondiționată 


Se cercetează problema determinării în spaţiul R” a minimului funcţiei 
f(x). Metodele de rezolvare sunt iterative şi funcţionează conform unei 
scheme comune: fiecare iteraţie efectuează o trecere de la un punct de aprox- 
imare a optimului x’ la altul mai bun z”. Pasul de lungime a se efectuează 
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într-o direcţie anumită d. Ca urmare, iteraţia constă în stabilirea unui punct 
x" = x' + ad, pentru care are loc: f(x”) < f(x). Evident că metodele se 
deosebesc doar prin modul de determinare a direcţiei d şi a lungimii pasului, 
fiind clasificate în: metode de ordinul zero (nu utilizează derivatele), metode 
de ordinul întîi (folosesc derivatele de ordinul întîi), metode de ordinul doi 
(folosesc derivate de ordinul doi) etc. 

Procesul de calcul stopează îndată ce este atinsă precizia dorită (vezi 
paragraful 1.1). 

Metodele nu sunt universale. În funcţie de problema cercetată se alege 
şi metoda de soluţionare. În cazuri anumite e chiar recomandabilă utilizarea 
lor combinată. 


8.2.1 Metoda gradientului 


Din cursul de analiză matematică e cunoscut că gradientul funcţiei într- 
un punct x indică direcţia de creştere maximă a funcţiei. Metodele de tip gra- 
dient “speculează” acest fapt: direcţia d coincide cu gradientul (d = f'(x)), 
în problemele de maximizare, şi coincide cu antigradientul (d = —f'(z)), în 


problemele de minimizare, iar iteraţiile au forma: 
k+1 _ nk 1k 
LT = = ag f'(x"). (1) 


Lungimea a a pasului k poate fi aleasă în mai multe moduri. Toate 
modurile cer însă, cu necesitate, să fie asigurată micşorarea valorii funcţiei 
de la iteraţie la iteraţie. Metodele obţinute sunt numite metode de coborîre 
(de relaxare). Să prezentăm doar doua dintre ele: 


e Metoda pasului optim: 


ar = arg min f(z" — af'(2%)). 


e Metoda fragmentării pasului: 
Qk = QAF, 
unde a € R, şi A € (0,1) sunt constante, iar s E€ N e prima putere 


(cea mai mică) care asigură descreşterea valorii funcţiei în iteraţia k. 
In cazul ideal s = 0 şi aj = a = const în cadrul tuturor iteraţiilor. 
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Procesul iterativ este stopat îndată ce se realizează exactitatea dorită. 

Metodele de tip gradient sunt simple şi nu solicită eforturi deosebite pen- 
tru a fi realizate pe calculator, însă — din păcate — nu rezolvă întotdeauna 
problema dată, adică, din punctul de vedere al asigurării convergenţei pro- 
cesului iterativ, prezintă dificultăţi problema alegerii corecte a punctului 
iniţial 0, de la care porneşte procesul de calcul, şi cea de alegere corectă 
a lungimii pasului a. Teoremele ce urmează soluţionează aceste probleme în 
două situaţii particulare. 


Teorema 1. Fie 6 e (0,1) o constantă. Dacă funcţia f(x) este mărginită 
inferior, gradientul ei f'(x) pentru un careva L > 0 satisface condiţia Lip- 
schitz: 

IF œ) -= fo) < Dle yll, 


pentru orice x,y E€ R”, şi a € (o 175) în cadrul fiecărei iterații, atunci 


procesul iterativ (1) este convergent: 


lim ||f'(z%)]| = 0, 


k—oo 


oricare ar fi punctul iniţial x0. 


Demonstraţie. În conformitate cu teorema lui Lagranget, există £z € 
(zF, xt!) încât aplicînd inegalitatea Cauchy-Schwart” şi condiţia Lipschitz 
vom avea: 

F) — flo) = (th — ah? f'(a) = 
2 (peri za xT f'(x") si (xt! A. x*)TI f(E) as f'(a] < 
< =al f (5? + arll f'E Ele- 2%] < 
< =ar f E + aL f a)l ll = 
= ap f’ (2)? (1 + arb). 


Dacă œp > 0 e ales astfel că —1 + aL < —p, obţinem: 


fa) — f(a*) < Pa e (2) 


4Teorema Lagrange. Dacă X C R” e convexă şi deschisă, iar f(x) e diferenţiabilă în X, 
atunci oricare ar fi zl, x? € X există 


a = àz! + (1 —A)z?, à € (0,1), 


încît f(z2) = fl) + (22 — xt) f' (2). 
SInegalitatea Cauchy-Schwart. |aTb| < |lallilbl]. 
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1— 
pentru || f'(x")|| Z 0. Aşadar, pentru a € (o. 175) vom avea 


PESE eu: 


Deoarece f(x) este mărginită inferior, iar şirul (f(z)) este descrescător, 
grație teoremei Balzano-Weierstrass rezultă că 


lim [F(@**) — f(*)] = 0. 


k—oo 


Din (2) avem 


flat) = fak) 


f që 2 < 

re)! i 

Din aceste ultime două relaţii reiese că Jim IF| = 0. 
=> o0 


De menționat: teorema afirmă că procesul iterativ converge către un 
punct staționar x în care f'(x) = 0. Punctul z poate fi şi minim local, dar, 
în caz general, el nu este cu necesitate punct de minim local. 

Deşi clasa funcţiilor care satisfac condiţiile teoremei 1 este destul de largă, 
teorema, nu are valoare practică deosebită, deoarece nu apreciază viteza de 
convergenţă a procesului iterativ către punctul staționar z*. Mai mult, 
parametrul L se estimează, în general, cu greu, ceea ce înseamnă că şi 
lungimea pasului a în conformitate cu cerinţele teoremei se determină cu 
greu. 


Teorema 2. Fie 6 e (0,1) şi f(x) o funcție de două ori continuu 
diferenţiabilă, hessiana căreia satisface condiţiile 


mllyll? < y" f” (£)y < My”, M>m>0, (3) 


2(1— 
pentru orice x, y E€ R”. Dacă în fiecare iteraţie ay € (o l 2), atunci 


procesul iterativ (1) converge către unicul punct de minim x* şi: 


ISEN 2 CUE], 
rea  < Cg, (4) 
0<q<1, ČC < œ, 


oricare ar fi punctul inițial x°. 
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Demonstraţie. Din (3) reiese că hessiana f”(x) este pozitiv definită şi 
f(x) este, în concluzie, strict convexă şi are un singur punct de minim z*. 
Rămîne de demonstrat că procesul iterativ converge către z* cu viteza (4). 

Pe de o parte, conform teoremei lui Taylor, avem: 


În baza acestei egalitati şi a relaţiei (3), obţinem: 

m * x M x 

Rille = Pf) Fe) < Sle- s'l. (5) 
De menționat că din inegalitatea din dreapta rezultă că: 


le- 2"? > Ze) = Fe). (6) 


Pe de altă parte, conform aceleiaşi teoreme Taylor, avem: 


TEI- (0) = e — 070) + ala — 27 Pot)” — 2). 


Utilizind (5), această egalitate şi (3), obţinem: 


= (2-7) fa) (a — a) f" (2° )(£ — z*) 2 


* m * 
< lle = fl = zle- z. 


Prin urmare, 


pja i (7) 
deci: P 
„(6 
fe) — fe) < le MP Pee “E 
tale _ m 


< 
g m M 
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| IPO > m (1+ E)E = fa): (8) 
În baza formulei (1) şi a teoremei lui Taylor: 
fa) — fi) = flo) + (0) = fir) = ff) = 
= apl PEN + FENE Pra) pat) < 


< -olf E+ Supe = 
= -a (1-45) rene < -Hirer 2 
>£ 
< -AA n (14 E) E- EN 


adică: 
Hah- es |n - 280 — pre (1+ 22) e- re. 
Aşadar, procesul iterativ (1) converge cu viteza unei progresii geometrice: 
fifa): ea fa ae); (+) 


cu raţia q = 1 — 2B(1 — bD (i + 5) < 1. Evident, raţia minimă q = 
m na 


2M _ 2M? 
Aplicînd (*) în inegalitatea stingă (5), n 


at = < Z (pa) EÈ < Cat, 


unde C = ȚE f(z%)- f()]. 


Teoreme similare pot fi demonstrate şi în cazul în care lungimea pasului se 
alege din condiţia de minimizare (în raport cu a) a funcţiei f (£k — apf’ (£k). 


F . . M-— 
In atare situaţie, q = MER lar (= Vu. 

Estimările parametrului q, obţinute mai sus, lămuresc clar că metodele 
converg rapid dacă cea mai mare valoare proprie M a hessianei f”(x) se de- 


osebeşte puţin de cea mai mică valoare proprie m, adică raportul 4% diferă 


5 
se realizează pentru PB = = 
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puţin de 1. Dacă 0 < m < 1, atunci metodele de tip gradient converg 
lent. Geometric, această situaţie se explică prin faptul că liniile de nivel 
ale funcţiei f(x) sunt alungite şi formează o “vale”, antigradientul indicînd o 
direcţie mult deosebită de direcţia în minim. Ca rezultat, traiectoria procesu- 
lui iterativ are formă de zig-zag, iteraţiile metodei constînd din paşi succesivi 
transversali “fundului văii”. 

Fireşte, e de dorit ca la formularea problemei să se aleagă scări de măsură 
potrivite pentru variabile care ar exclude formarea “văilor” şi, respectiv, ar 
suprima fenomenul de “zig-zag”. Cu părere de rău, acest lucru nu totdeauna 
e posibil. În asemenea împrejurări se aplică procedee euristice, de tipul celuia 
ce urmează. 

Se aleg două puncte iniţiale apropiate: x? şi y0. Se efectuează din ele cîte 
un pas prin metoda gradientului, trecînd în punctele u? şi v?, care se află 
în apropiere de “fundul văii”. Se face un pas mare de-a lungul dreptei ce 
uneşte punctele u? şi 0, obţinînd punctul zl. În vecinătatea lui z! se alege 
un punct y! şi se repetă procedeul descris. 

Metodele de tip gradient sunt susceptibile la erorile de calcul, deoarece în 
apropiere de optim norma gradientului este mică şi erori mici de calcul pot 
influenţa esenţial viteza de convergenţă. De aceea e recomandabil ca aceste 
metode să fie utilizate în faza iniţială a procesului de soluţionare a problemei 
(la distanţe mari de optim). Cum numai se ajunge în vecinătatea imediată 
a optimului, unde metodele de tip gradient converg încet, e oportun să se 
aplice metodele de ordinul doi sau alte metode potrivite. 


8.2.2 Metode de tip Newton şi cvasi-Newton 


Metodele de tip gradient utilizează partea liniară a seriei Taylor (în care 
este descompusă funcţia obiectiv). Apare o imediată idee: întru sporirea 
efiecienţei metodelor de rezolvare, de a trece la aproximarea pătratică a 
funcţiei obiectiv. 

Fie funcţia f(x) strict convexă şi de două ori diferenţiabilă. S-o aprox- 
imăm în vecinătatea punctului z* prin polinomul de gradul doi (partea 
pătratică a seriei Taylor): 


plz) = F) + (2 pat) + pe aSa) a), 


strict convex şi el. Polinomul are un singur punct staționar: 


= a — [Fa], (9) 
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soluţie a sistemului: 
p'(2) = f'(2*) fe — 2") =0. 
În baza (9) se construieşte procesul iterativ (metoda Newton): 
za EAG), (10) 


care e determinat complet dacă există matricea inversă a hessianei f”(x*) 
în toate punctele consecutivităţii generate de procesul iterativ. E lesne de 
observat că metoda Newton de minimizare a funcţiei f(x) coincide cu metoda 
Newton de soluţionare a sistemului de ecuaţii f'(x) = 0. 

Modificînd (10) prin introducerea lungimii a a pasului k: 


gtt! m që A apl f" (NT F(a"), (11) 


obținem metoda generalizată Newton. Ea se deosebeşte de metodele de co- 
borîre de tip gradient prin faptul că direcția gradientului este deviată prin 
înmulţirea cu inversa hessianei. 

Problemele legate de alegerea corectă a lungimii pasului în cadrul fiecărei 
iterații şi de asigurarea convergenței şirului {£¥} pot fi rezolvate atît prin 
metoda minimizării unidimensionale în direcţia [/”(2%)]-1f'(x%), cât şi prin 
metoda fragmentării pasului, respectind, bineînţeles, anumite condiţii de tip- 
ul celora pe care le stipulează teorema 3, demonstraţia. căreia o omitem. 


Teorema 3. Fie 8 € (0,1) şi fie f(x) o funcţie de două ori continuu 
diferenţiabilă, hessiana căreia satisface condiţiile: 


milyl? < y? f" (£)y < Miyl?, M>m>o, 


2(1 — 
pentru orice x, y E€ R”. Dacă ay € (o. 172) atunci procesul iterativ 


(11) converge către unicul punct de minim x* cu viteză supraliniară: 
N-+ * 
|z =, | < CAN... ANI, 


oricare ar fi punctul initial x0, unde N, C < oo, Anuu < 1 pentru orice l > 0, 
=> 00 


Din teorema 3 reiese că metoda generalizată Newton poate fi utilizată cu 
succes nu numai în cazul funcţiilor strict convexe. Ea impune, în general, 
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condiţia ca punctul iniţial, de la care porneşte procesul iterativ, să fie plasat 
suficient de aproape de punctul de minim local, într-o vecinătate în care 
funcţia, este convexă. 


Remarca 1. Spre deosebire de metodele de tip gradient, atît metoda 
Newton, cît şi metoda generalizată Newton nu sunt, în general, metode de co- 
borire, adică nu fiecare pas este însoţit de descreşterea valorii funcţiei obiectiv 
(de verificat, de exemplu, metodele la minimizarea funcţiei f (x) = 2+a2—5x5 
pentru punctul iniţial x? = 1). 


Convergenţa consecutivităţii generate de (11) este legată eminamente de 
existenţa inversei hessianei în toate punctele consecutivităţii 4%), iar viteza 
de convergenţă, şi, respectiv, eficienţa algoritmului sunt funcţii de eficienţa 
metodelor de determinare a hessianei şi a matricei inverse eif. 

Au fost propuse mai multe modalităţi de depăşire a deficienţelor legate 
de calculul hessianei şi a matricei inverse: utilizarea unei şi aceleiaşi matrice 
în cîteva iterații succesive; aproximarea matricei |f”(z*)]-1 printr-o matrice 
Hy ~ [f"(<®)]! calculată iterativ (Hy = Hp-1 + AH) numai în baza 
informaţiei despre gradienţii f'(x"), f'(zk-1),... (metodă cvasi-Newton, care 
e numită şi metoda metricii variabile); utilizarea direcțiilor conjugate etc. 


Metoda cvasi-Newton se argumentează pornind de la seria Taylor pen- 
tru gradientul unei funcţii de două ori diferenţiabile: 


Plafar ee aro —c]) 
care poate fi scrisă şi sub forma: 
geti a ae [FPE — fi) 
Dacă f(x) este pătratică, relaţia se transformă în egalitate strictă: 


Poe (2550) Apei) apa) 


Din formula iterativă zt! = zë +p", pë = —ap Hp f'(x") şi din egalitatea de 


mai sus rezidă cerința de fond faţă de matricea Ha: 


pë = Hpg”, (12) 


SPrin metoda Jordan-Gauss inversa unei matrice n x n se calculează în O(n?) operaţii 
aritmetice. 
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unde q! = f'(x!) — f'(k). Dacă înlocuim în (12) expresia Ha = Hy + 
AH,, obţinem: 
AHyq” = p — Hpg". (13) 


Această expresie e satisfăcută de matricea de rangul 1: 
Ip — Hru 
yg 
unde y" este vector arbitrar pentru care |y*]/qf Z 0. Dacă lui y” îi atribuim 
valoarea y = pë — Hyqf, în condiţia că |p* — Hyq*]! a 7 0, obţinem formula 
iterativă: r SIRE fi 
— H — H 
mircea t wa Ilp ~ ] 
Ip“ — Hya*]Tg 


Există. şi alte formule iterative de calcul al matricei H. De exemplu, 
metoda Davidon-Fletcher-Powell utilizează o altă formulă: 


AH; = 


0°  Inițiere: e > 0, 
x? — punctul iniţial, 
Ho — simetr. pozitiv definită, 
d = Hof'(20), 
Qo = arg min f(x? — ad), 
zl = 20 — aod; 
k=l; 
1° dacă ||f'(£®)]|| <£, atunci stop; 


2° p“ = agd", 
g= S) — Ze), zip iai 
H H 
E EU VACA = 
[p] q la]? Hg 
AR = H, f'(x"), 


Qk = arg min f(z" — ad"), 
gtl gk ad: 
k=k+1, 


trecere la pasul 1°. 


În cazul funcţiilor strict convexe procesul iterativ generat de metoda 
Davidon-Fletcher-Powell converge cu viteză supraliniară. Mai mult, rezul- 
tatele de rigoare permit a considera această metodă drept una dintre cele mai 
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eficiente metode numerice de programare neliniară. De observat că ea nu mai 
este o metodă de ordinul doi, de vreme ce nu utilizează derivatele parţiale 
de ordinul doi, ceea ce este un atu incontestabil, hotăritor pentru eficienţa 
practică a metodei. Un argument suplimentar în acest context rezidă, şi 
din faptul că metoda Davidon-Fletcher-Powell determină minimul funcţiilor 
pătratice convexe în cel mult n paşi, iar majoritatea funcţiilor de două ori 
diferenţiabile pot fi efectiv aproximate prin funcţii pătratice în apropierea 
punctului de minim local. 

Deficienţele ce apar la realizarea metodei sunt legate de acumularea ero- 
rilor de calcul şi de necesitatea păstrării în memoria calculatorului a ma- 
tricei Hg, ceea ce pentru n suficient de mare poate provoca incomodităţi 
serioase. Metoda este susceptibilă şi la erorile ce apar la calcularea gradien- 
tului. 


Metoda gradienţilor conjugaţi.” În metoda cvasi-Newton vectorul 
director se determină deviind direcţia gradientului prin produsul cu matricea 
care aproximează hessiana, iar în metoda direcțiilor conjugate (propusă de 
Fletcher şi Reevs) vectorul director se obţine deviind direcţia gradientului cu 
ajutorul vectorului director din iteraţia precedentă. Algoritmul metodei este 
elementar: 


0° Iniţiere: e >0, 
x? — punctul iniţial, 
d = f'(29), 


ao = arg min f(22 — ad), 
zl = x? — aod, 
k= 

1° dacă ||f'(z*)|| <£, atunci stop; 


20 d z3 f'(x") ay A d 

Qk = arg min f(x" — ad"), 
gktl— zk ard, 
k=k+1, 
trecere la pasul 1°. 


"Fie matricea pătratică A simetrică şi pozitiv definită. 

Vectorii (direcţiile) d şi d” sunt conjugaţi în raport cu A dacă ei sunt nenuli şi [d']T Ad” = 
0. 

Vectorii (direcţiile) d!, d?,...,dF sunt reciproc conjugaţi în raport cu A dacă fiecare 
dintre ei este nenul şi [di]! Adi =0, i Æ j, i,j € {1,2,..., k}. 
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În funcţie de modul de determinare a parametrului Ap: 


> reJ 
E Maer) 
A IC: a LII 


n xE k—1]T £f’ xE 
Ak = ia 


deosebim diverse variante ale metodei. Ele toate satisfac teorema 4 — 
“sorgintea” formulelor de determinare a parametrului Ap. 


Teorema 4. Pentru consecutivitatea de puncte generate de metoda 
gradienţilor conjugaţi are loc: 


[f (ztd av RE k=0,1,2,... (14) 


Demonstraţie. Dacă ay = arg min f (x° — ad) > 0, atunci 
a 


0 = fala" =od") = [fla — ad) d = [f(a de. 


Dacă ay = arg min f(x" — adk) = 0, atunci f! (x! — apd") > 0, şi în baza 


inducției reiese justețea afirmației teoremei, deoarece pentru z! = 20 avem: 


0 < fala? — aod?) = —[f'(29) d = -If P, 


k 


de unde [f'(x°)]Td? = 0, iar din adevărul expresiei pentru zf reiese 


0 < flat — aude) = -| f'(a] Tae = 
= [FETI a) = Audi] = 
= PEJE H A EEE = | Pat), 


de unde obţinem (14). 


Se poate demonstra că la minimizarea unei funcţii mărginite f(x), gra- 
dientul căreia satisface condiţia Lipschitz, pentru consecutivitatea generată 
de metoda gradienţilor conjugaţi are loc lim |F (z) = 0. La minimizarea 
anumitor funcţii strict convexe metoda are viteză pătratică de convergenţă. 
În fond, realizînd o viteză pătratică, de convergenţă şi avînd o complexitate 
a paşilor comparabilă cu complexitatea paşilor metodei gradientului optim, 
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metoda, gradienţilor conjugaţi poate fi considerată drept una dintre cele mai 
eficiente metode de ordinul întîi. 


Remarca 2. Fiecare dintre metodele descrise în cadrul acestui subpara- 
graf determină minimul unei funcţii pătratice strict convexe în nu mai mult 
de n paşi. De menţionat că metoda Newton efectuează acest lucru într-un 
singur pas. 

Remarca 3. Ţinînd cont de remarca 2, pentru a exclude fenomenul de 
acumulare a erorilor de calcul şi pentru a micşora timpul de soluţionare, al- 
goritmii descrişi sunt adesea modificaţi prin introducerea unor etape speciale 
care reiniţializează după un număr de paşi (< n) matricea H în metoda 
cvasi-Newton şi parametrul A, în metoda gradienţilor conjugaţi. 


8.2.3 Metode euristice de ordinul zero 
Iteraţia, în atare metode conţine două etape esenţiale: 


e stabilirea pentru punctul dat z a direcţiei d de explorare a valorii 
funcţiei; 


e determinarea minimei funcţiei f(x + ad) în raport cu a € R şi a re- 
spectivului punct de minim a*. 


În cazul în care există minimul a*, tripletul x, d, a* generează o nouă soluţie 
aproximativă y = x + a*d pentru problema iniţială, în caz contrar: y = z. 

Metoda de căutare este complet definită dacă avem modul de gener- 
are a direcţiei d şi metoda unidimensională de calculare a minimului a* al 
funcţiei f(x + ad). 

Există mai multe metode care realizează schema, descrisă. Cea mai simplă 
şi mai cunoscută metodă de acest tip este metoda coboririi pe coordonate, 
iteraţiile căreia sunt împărţite în cicluri a cîte n iterații. Ciclul constă din n 
minimizări succesive în direcţiile indicate de axele de coordonate, începînd 
cu prima axă şi terminînd cu ultima. După terminarea unui ciclu, următorul 
porneşte cu minimizarea în direcţia primei axe şi situația se repetă. 


Problemele legate de asigurarea convergenţei procesului iterativ şi de de- 
terminarea vitezei de convergenţă se rezolvă efectiv doar în cazuri particulare. 
Mai mult, în cazul funcţiilor nediferenţiabile metoda cobortrii pe coordonate 
poate să determine, în general, o soluţie mult deosebită de cea de minim. 

Există variate modificări ale acestei metode bazate pe: 
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e rotirea sistemului de axe de coordonate; 


e introducerea unui pas suplimentar de minimizare în direcţia d = zi?! — 


zF, trasată de diferenţa dintre două soluţii obţinute după două cicluri 
consecutive k şi k + 1; 


e alte procedee. 


8.3 Metode iterative de optimizare 
condiţionată 


Se cercetează problema: 
f£) — min, ze X C R”. (1) 


Asemenea cazului necondiţionat, problema (1) se rezolvă şi prin metode 
iterative care, în principiu, funcţionează după o schemă similară cu cea din 
paragraful precedent. Totuşi există şi deosebiri esenţiale: trecerea de la un 
punct de aproximare a optimului z’ la altul mai bun z” se efectuează într-o 
direcţie d care trebuie să fie şi admisibilă, şi utilizabilă. 

Metodele nu sunt universale şi se aleg în funcţie de problema cercetată. 


8.3.1 Metoda gradientului proiectat 


Metoda a fost propusă de Rosen în 1960, fiind o modificare a metodei 
gradientului pentru optimizarea condiţionată. Iteraţiile ei se construiesc con- 
form formulei: 

pkrl 2 px(z" T ar f'(z*)), 
unde px (y) este proiectia punctului y pe mulţimea X, adică px (y) este soluţie 
a problemei: 

z —y]? — min, z € X. 


Pentru o mulţime convexă şi închisă X şi pentru o funcţie f(x) strict 
convexă, diferenţiabilă, cu gradient ce satisface condiţia Lipschitz, poate fi 
demonstrat că procesul iterativ converge spre soluţia optimă cu viteză liniară. 

Eficienţa metodei este condiţionată de eficienţa metodei de soluţionare 
a problemei de proiectare. Dacă mulţimea X este definită de un sistem de 
ecuaţii şi inecuaţii neliniare, atunci problema de proiectare este, în general, 
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la fel de complicată ca şi cea iniţială. În asemenea cazuri metoda poate fi 
modificată. prin proiectarea nu pe mulţimea X, ci pe o mulţime mai simplă, 
aproximare a mulţimii X. 

Ideea de proiectare pe mulţimea de soluţii admisibile X poate fi uti- 
lizată pentru a modifica şi alte metode de optimizare necondiționată, cum 
sunt: metoda gradienţilor conjugaţi, metodele de tip Newton şi cvasi-Newton, 
metodele de ordinul zero etc. 


8.3.2 Metoda gradientului condiţionat 


Metoda gradientului condiţionat este o metodă de coborire. În ea, pentru 
a stabili direcţia d de descreştere a funcţiei, se aproximează liniar f(x) în 
punctul z* prin funcţia, 


pa) =J (rr) Fa), 
apoi se soluţionează problema: 


f(E) + (x — 2 f'(x") — min, ze X. 


Soluţia y* a acestei probleme defineşte direcţia de coborîre d = y! — x" cu 


ajutorul căreia se calculează z*+t! = xë + apd!. Procedeul descris este repetat 
pînă în momentul cînd se atinge precizia dorită. 

În general, problema, determinării direcţiei de coborîre este la fel de com- 
plicată ca şi cea iniţială. Totuşi, dacă restricţiile problemei sunt simple 
(liniare, spre exemplu), problema poate fi soluţionată efectiv. 


8.4 Metoda funcţiilor de penalizare 


Se cercetează problema: 
f(2) — min, ze X CR”. (1) 


Ideea de bază a acestei metode este elementară. Problema condiţionată 
(1) se înlocuieşte cu o problemă necondiționată: 


f(x) + 2(2) — min, (2) 


0, dacă x € X, 


în care m(x) = | E este funcție de penalizare. 
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E clar că (2) nu este, în general, mai simplă decît (1) deoarece neformal 
m(x) se construieşte cu dificultate. Situaţia totuşi poate fi soluţionată con- 
structiv cînd X este definit de un sistem de ecuaţii şi inecuaţii. În asemenea 
caz se alcătuieşte o consecutivitate de funcţii de penalizare (74(2)) conver- 
gentă. către m(x) (lim T(z) = T(x)) şi problema iniţială se înlocuieşte cu 
problema: 

f(z) + lim T(x) — min. (3) 


Dacă pentru (3) are loc relația: 


îti) i au(0) > ale Elo) pala) 
atunci punctul de minim al problemei (1) este limita șirului de soluţii ale 
problemelor: 

f(x) + m(2) — min, k= 1,2,... (4) 


De remarcat că metoda obţinută de generare a şirului de soluţii aproxi- 
mative: 
zi = arg min 9 A (4) Re ci N RE, a ÎN IER 
xER” 


nu se mai aseamănă cu metodele iterative examinate mai sus, ai toate că la 
generarea soluţiei z**1 pot fi utilizate soluţiile precedente zf, gft, ..., xt. 
Evident, pentru a determina soluția problemei inițiale, eda poate să 
pornească de la un număr k oricît de mare. 

Dacă pentru fiecare dintre problemele (4) se determină soluția globală, 
atunci procesul de calcul converge către soluția globală a problemei (1). Dacă 
însă pentru fiecare dintre problemele (4) se determină un punct de minim 
local, atunci se cer condiţii speciale care să asigure convergența procesului 
de calcul către o soluție locală. 

Metoda descrisă se concretizează, în general, prin două metode particu- 
lare: prin metoda punctului interior şi prin cea a punctului exterior. Metoda 
punctului interior, numită gi metodă a funcţiilor de barieră sau a funcţiilor 
interioare de penalizare, porneşte de la un punct interior şi în procesul de cal- 
cul soluţiile aproximative nu ies din interiorul mulţimii de puncte admisibile, 
penalităţile aplicîndu-se pentru apropierea de frontiera mulţimii de soluţii 
admisibile. În metoda punctului exterior, numită şi metodă a funcţiilor ex- 
terioare de penalizare, penalităţile se aplică pentru ieşirea soluţiilor aproxi- 
mative din cadrul mulţimii de puncte admisibile. 
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8.4.1  Convergenţa metodei punctului interior 


Să revenim la problema (1). 


Lema 1. Dacă X este o mulţime închisă şi mărginită cu interior nevid 
intX Æ Q, iar p(x) este o funcţie continuă pe int. X şi infinit crescătoare la 
apropiere de frontiera mulţimii X, atunci y(x) are valoare minimă într-un 
punct interior al mulţimii X. 


Demonstraţie. Funcţia y(x) are margine inferioară finită pe int X. Tre- 
buie să demonstrăm că ea se realizează anume într-un punct interior al 
mulţimii X. 

Fie (4) o consecutivitate de puncte din int Ă pentru care are loc: 

lim (xk) = inf £). 

k= oo ol ) zeintă ol ) 
Deoarece X este compact, şirul (4) converge către un careva punct z* € X. 
Evident, z* nu poate să aparţină frontierei mulţimii X, fiindcă în asemenea 
caz am avea, în conformitate cu condițiile teoremei, că: 


lim (zk) = oo. 
k—00 


Reiese că z* € int şi, deoarece funcţia y(x) este continuă pe intX, avem: 


inf p(x) = lim plz) = p(2*). 


xEintX 


Teorema 1. Dacă X este o mulțime compactă cu interior nevid intX # 
0, astfel că X = intX, f(x) este o funcţie continuă, iar nmą(x) sunt funcţii 
nenegative de penalizare, continue pe intX, infinit crescătoare la apropiere 
de frontiera mulțimii X şi şirul {nŅ(x)} converge către funcția q(x), atunci 
orice punct de limită x* al girului de minimuri globale x* ale funcțiilor 


pelz) = f(£) + m(x) 
pe intX este soluţie globală a problemei (1); mai mult, dacă 
Tau () < Ta(2), (5) 


pentru oricare număr natural k şi oricare x € intX, atunci: 


lim pe(7%) = f(2*). 
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Demonstrație. Conform lemei 1, toate punctele șirului (z*) apartin inte- 
riorului mulţimii X. Deoarece X este compactă (închisă şi mărginită), orice 
punct de limită z* al acestui şir aparţine mulţimii X. 

De la absurd. Fie (7%) un subşir din {x"} convergent către punctul de 
limită z* care nu este soluţie a problemei (1). Reiese că există un alt punct 
x° € intă pentru care: 


f(z) < fr”). 
TŢinînd cont de faptul că lim TkL?) = r(x”) şi x° € intX, pentru un K sufi- 
—oo 


cient de mare vom avea m(x°) = 0 pentru orice k > K. Atunci inegalitatea 
de mai sus poate fi scrisă astfel: 


f(x) = lim p(x?) < lim oe = f(z*). 


k—o0o 


De unde: 
Prl?) < pe(7*), 
pentru orice k > K, ceea ce contrazice faptul că z* este soluţie globală a 
funcţiei p(x). 
In plus, dacă se îndeplineşte (5), avem: 


(Per) sf (at) pe a ea (a Pt) e 
SJ) < Sa") tTa") = pla"), 


şirul {y}(x")} fiind monoton descrescător şi, totodată, mărginit 
f(x”) < pela). 
Reiese că el este convergent şi are loc relația: 
lim pela") > f(2*). 


Inegalitatea strictă nu poate avea loc, deoarece în caz contrar am obţine o 
contradicție similară cu cea de mai sus. Deci lim prle") = f(a*). 
=> 00 


8.4.2  Convergenţa metodei punctului exterior 


Să considerăm în continuare problema (1). 


Teorema 2. Dacă X este mulţime închisă, f(x) este continuă, %(x) este 
o funcţie continuă, nulă pentru orice x € X şi pozitivă pentru orice x ¢ X, 
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dacă există minimurile globale z(a) ale funcţiilor p(z,a) = f(x) + aâ(z) 
şi aparţin pentru orice a > 0 unei mulţimi mărginite Y, atunci oricare ar fi 
şirul numeric ap — 00, orice punct de limită x* al şirului de minimuri globale 
{x(ap)} ale funcţiilor 


p(z, ak) = f(z) + art (z) 
este soluție globală a problemei (1); mai mult: 


f(x*)= lim min ọ(z, a) = min f(x). 


a— o ze RN 


Demonstrație. Este evidentă atît relația: 


min f(x) = min supt /(2) + aî(z)) = 


xEX 
= min sup{ () +añ(x)} = min T p(x, a), 


cît şi relația: 


min f(x) = lim min f(x) = im mini f(x) + afîr(z)) = 


zeX A—00 tEX (7) 
= lim min p(z, a) > Jia min p(z, a). 
A—00 LEX a—o reR 


Din (6) şi (7) avem: 


min f(x) = min sup y(x, a) = lim ming(z,a) > 


xEX IEĂ a>0 a> zeĂ (8) 
> lim min g(z,a). 
a—o zeRn 


Dacă ţinem cont de continuitatea funcţiei f(x) şi de nenegativitatea 
funcţiei T(x), pentru punctul de limită z* obţinem: 


lim min g(z,a) = lim (f(z()) + az(z(a)) > 
> lim (ata) = fe”), 
De aici şi din (8) obținem: 


f(z") < lim min p(z, a) < min f(x). 


— ao xER” 


Dacă demonstrăm că z* € X, atunci relaţia dată devine o egalitate şi 
teorema e demonstrată. 
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De la absurd. Presupunem că z* g X. Atunci î(z*) > 0 şi, graţie 
continuității funcţiei T(x), va exista un aşa e > 0, încît pentru a suficient de 
mare va avea loc p(z(a)) > e. Din faptul că z(a) € Y reiese: 


lim min (x,a) > lim min(f(z(a)) + a.) = +oo, 
a—o zeRn a—o ze RN 


ceea, ce contrazice (8). Aşadar, 2* € X şi teorema este demonstrată. 


8.4.3  Algoritmizări 
Să considerăm probema: 

z = f(x) — min, (9) 

g(s) <0, i=1,m, (10) 


în care există un punct x € R” cu proprietatea că 


ela) <0, i=1, m. 
Pentru metoda punctului interior poate fi propus următorul algoritm: 
0° Se alege punctul inițial x°. 
1° Se minimizează consecutiv funcțiile: 
da) = f(£) + T(x), k = 1,2,... 


(dacă se utilizează o metodă iterativă, atunci ca punct iniţial se ia x 
pînă cînd se realizează exactitatea dorită. 


kt) 


În calitate de funcţii interioare de penalizare pot fi utilizate: 


T(x) = S ee 
i=1 
; 5 L, dacă (0) <0, i=] 
ae! ; aca di T ; D= ‘m, 
T(z) = k &— g(x) 
+00, în caz contrar; 
1 g 
ma) =% k S nl-gi(e)], dacă gi(x) <0, i=1,m, 
i=1 
+00, în caz contrar. 


Pentru metoda punctului exterior poate fi propus următorul algoritm: 
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0° Se alege punctul iniţial x°? şi o consecutivitate crescătoare de numere 
{ak}. 


1° Se minimizează consecutiv funcțiile: 


prl£) = f(x) + apã (x), k = 1,2,... 


(dacă se utilizează o metodă iterativă, atunci ca punct inițial se ia z*-1) 


pînă cînd se realizează exactitatea dorită. 


Ca funcții exterioare de penalizare pot fi utilizate: 


m 


T(x) = 5 [max{0, g:(£)}P, unde p > 0; 


i=1 
m 


î(2) = exp Stat ate) il 


i=1 


dacă g;(z) <0, i=1,m, 


Tlx) = 1 
T(x) exp (=) „în caz contrar. 
max g;(x 


De reținut că pentru metoda punctului exterior cerința de existență a 
unui punct interior în (9)-(10) este de prisos. Mai mult, la problema (9)-(10) 
pot fi adăugate restricţii egalităţi, funcţiile exterioare de penalizare cerînd o 
modificare simplă şi evidentă. 


Capitolul 9 


Programarea liniară în numere 
întregi 


9.1 Formularea problemei. Aplicaţii 


Adăugînd la problema, de programare liniară condiţia suplimentară ca 
toate sau o parte dintre necunoscute să ia valori întregi, obţinem problema 
de programare liniară în numere întregi: 


n 


bD Ca, — Max, (1) 
j=1 


3 o (2) 
Qijtj = b;, i=l+1,m, 


TEN; j EM C{1,2,... n}, 


unde N este mulțimea numerelor naturale. De regulă, se presupune că atît 
coeficienții problemei (1)-(2), cât şi termenii liberi sunt numere întregi. Dacă 
M = {1,2,...,n}, atunci avem cazul problemei total în numere întregi. Dacă 
M # {1,2,..., n}, atunci avem cazul problemei parţial în numere întregi, 
numită şi problemă mixtă. 

Viața de toate zilele ne oferă un număr enorm de probleme care ori pot 
fi formulate ca probleme de tipul (1)-(2), ori pot fi reduse la (1)-(2) printr-o 
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consecutivitate de transformări elementare. Pentru exemplificare vom reveni 
la paragraful 1.2. E de-ajuns să cerem în problema, de repartizare eficientă a 
resurselor limitate ca necunoscutele să fie numere întregi (la producţia gar- 
niturilor de mobilă, de pildă, necunoscutele nu pot fi fracţionare, deoarece e 
absurd să se producă o jumătate de masă, o treime de scaun etc.) şi obţinem 
o problemă de programare liniară în numere întregi. Dacă în problema de 
transport se examinează ca marfă de livrat de la producători la beneficiari 
ori aparate TV, ori automobile, ori calculatoare etc., atunci obţinem alte ex- 
emple de probleme de tipul (1)-(2). Chiar şi în problema dietei unele dintre 
necunoscute, corespunzătoare produselor alimentare vîndute în recipiente in- 
divizibile, trebuie să fie întregi. În sfîrşit, un număr mare de probleme de tipul 
(1)-(2) apar în optimizarea combinatorie, teoria grafelor, logica matematică 
şi în general în cercetarea operaţională. 


Să ne oprim asupra câtorva probleme particulare analizînd şi posibilitatea 
rezolvării lor prin metode deja cunoscute. 


Problema afectării (Assignment Problem). Sunt n piese şi n strun- 
guri. Piesa (reperul) i € (1,...,n), poate fi executată integral la orice strung 
j € {1,..., n}, cu cheltuieli c;;. Să se execute cele n piese la cele n strunguri, 
câte una la fiecare strung, în aşa fel, încât cheltuielile totale să fie minime. 


Dacă ar lipsi condiţia că la fiecare strung; se execută numai o piesă, atunci 
soluţia ar fi trivială; s-ar alege pentru fiecare piesă strungul care asigură 
cele mai mici cheltuieli de confecţionare, apoi fiecare piesă s-ar executa la 
strungul respectiv, fiind posibilă situaţia cînd la un strung s-ar executa mai 
multe piese, iar în caz extrem — chiar toate. De menţionat că aşa un caz nu 
prezintă interes. 


Să notăm: 


1, dacă piesa i se va executa la strungul j, 
ir = A 
É 0, în caz contrar. 


Modelul matematic al problemei de afectare are forma: 


n n 
) X CijLij ——> min, 


i=1 j=1 
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Sa = 1, j=l,n 
i=1 
N ti = 1, i= |n 
j=1 


Tij € {0, 1}, i1=l,n, j= l,n. 


Lesne se observă că modelul obținut reprezintă un caz particular al prob- 
lemei de transport. Cunoaştem deja că soluţia optimă a unei probleme de 
transport are toate componentele întregi. Deci metodele din capitolul respec- 
tiv ne permit să rezolvăm fără eforturi deosebite şi această problema. Imediat 
apare întrebarea: poate şi în cazul general are loc acelaşi efect? Răspunsul 
este negativ. Drept confirmare ne va servi problema ce urmează. 


Problema rucsacului (Knapsack Problem). Din n obiecte cu 
greutăţile a+,..., Gu şi costurile c1,...,Cn trebuie selectate într-un rucsac 
acele dintre ele care au în sumă o greutate nu mai mare decit b şi un cost 
total maxim posibil. 

Dacă obiectele nu pot fi tăiate (fragmentate), atunci avem problema dis- 
cretă sau problema 0-1 a rucsacului. Dacă pentru orice obiect putem să 
luăm o parte din el z; € [0, 1], atunci spunem că avem problema continuă a 
rucsacului. 

Notînd: 


1, dacă obiectul j e pus în rucsac, 
T= 5 
7 0, în caz contrar, 


obținem următorul model matematic al problemei discrete: 
C1£1 + CoLa +: F Cnn —— Max, 


a£ + aoo +: Fonta S b, 
z; E€ {0,1} j=Ipn. 


Variabilele x; care pot avea numai valorile O şi 1 mai sunt numite şi booleene, 
iar problema de mai sus — problemă de programare booleană sau problemă 
de programare 0-1. Evident, o problemă de programare 0-1 poate avea mai 
multe restricţii, ceea ce ar corespunde în problema rucsacului restricţiilor de 
volum, de completare etc. 

Dacă raportăm costurile obiectelor pe greutăţile lor, obţinem costurile pe 
unitate de greutate. La rezolvarea problemei continue o ordonare a obiectelor 
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în funcţie de creşterea acestor raporturi ne dă posibilitatea să obţinem soluţia 
optimă, încărcînd obiectele, pe cît e posibil în întregime şi anume în această 
ordine, pînă cînd rucsacul se umple. Componentele x; vor lua pe rînd valorile 
x; = 1 pînă cînd greutatea rămasă disponibilă, notată b4, nu mai permite să 
se pună un obiect întreg. Ultimul obiect se “taie”, luîndu-se din el numai o 
parte zj = ba/aj. 

Problema discretă, cu părere de rău, e mult mai complicată şi pentru 
n suficient de mare nu mai poate fi rezolvată efectiv. Mai mult, din cele 
de mai sus reiese că (1)-(2) nu poate fi rezolvată, în general, prin aproxi- 
marea soluţiei optime a problemei continue corespunzătoare pînă la cea mai 
apropiată soluţie întreagă, deoarece ultima poate să încalce ori restricţiile 
problemei de programare liniară în numere întregi, ori condiţia de optimali- 
tate. Ca rezultat, survine concluzia că problemele de programare liniară, în 
numere întregi cer, în general, alte metode de rezolvare, special adaptate la 
specificul lor, ceea ce nu exclude posiblilitatea ca la rezolvarea unor probleme 
particulare să se utilizeze metode ale programării liniare sau neliniare. De ex- 
emplu, problema rucsacului mai poate fi scrisă şi ca problemă de programare 
neliniară sub forma: 


Citi F Calo ko: + Cnn ~> max, 
Qi + a£ H: +anIn < b, 


2 = i 
ztj—z; = 0,j=l1,n, 


unde condiţiile x; € 40,1) au fost înlocuite cu restricţii echivalente zi = 
0, pentru rezolvarea căreia pot fi folosite metodele programării neliniare. 

Pe de altă parte, există probleme particulare de programare neliniară, 
care pot fi reprezentate ca probleme de programare liniară în numere întregi. 
Să prezentăm doar câteva exemple. 


Preţuri neliniare. In practica economică sunt frecvente problemele în care o funcţie 
obiectiv neliniară se optimizează pe o mulţime poliedrală. In calitate de exemplu poate 
servi următoarea funcţie obiectiv a cheltuielilor: 


f(z) = > pjlzj), 


unde 
EE 0, dacă zx; = 0, 
pi (2) = | cjrj +dj, dacă zj >0. 
Fiecare d; > 0 poate fi interpretată ca mărime a cheltuielilor iniţiale, care nu depind de 
volumul z; de produs j, ci sunt legate numai de faptul că produsul j se realizează. S-ar 
părea că complexitatea unor atare probleme e legată de discontinuitatea funcţiilor p;(2,) 
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în punctul zero. În realitate însă complexitatea rezidă în faptul că pj(z;) sunt concave, 
respectiv funcţia f(x) este şi ea concavă. Minimizarea unei funcţii concave pe o mulţime 
poliedrală, reprezintă o problemă multiextremală, pentru care nu există metode eficiente 
de rezolvare. 

Problemele de aşa natură pot fi reprezentate ca probleme de programare liniară în 
numere întregi, introducînd variabilele întregi y; € 10,1), j = 1,n, care satisfac condiţiile 
că yj = 1 dacă şi numai dacă x; > 0. Ultimele pot fi asigurate adăugînd restricţiile 
xj < Ujyj, j = 1,n, unde Uj e marginea superioară (considerată cunoscută) pentru zj. 


In aşa caz, funcţia obiectiv poate fi scrisă sub formă liniară: 


F(z y) = X (czt; + djy). 


j=1 


Problema iniţială are soluţie dacă şi numai dacă are soluţie problema de programare 
liniară. în numere întregi obţinută. Soluţiile ambelor probleme coincid. 

Prin procedee similare se reduc şi alte neliniarităţi la programarea liniară în numere 
întregi. 


Condiţii de tip “sau - sau”. Să observăm că, spre deosebire de condiţia |x| < 1, 
care se scrie elementar în limbajul problemelor de programare liniară, condiţia |z| > 1 nu 
poate fi scrisă în acest limbaj. Soluţia ultimei reprezintă o disjuncţie de două inegalităţi 
“sau x > 1, sau —z > 1,” determinînd o mulţime neconvexă, care nu poate fi descrisă 
printr-un sistem de inecuaţii liniare. 

Totuşi situaţia poate fi depăşită dacă se apelează la limbajul programării liniare în 
numere întregi. Într-adevăr, să presupunem că pe mulţimea convexă X C R” sunt date 
două funcţii liniare f(x) şi g(x) pentru care există M > 0, astfel că | f(x)| < M, |g(a)| < 
M, pentru orice z € X. Dacă 


X = {x € X | f(x) > 0}, X2 = {x € X | g(x) 2 0}, 


atunci condiția de tipul x € Xı U Xə poate fi scrisă în limbajul programării liniare în 
numere întregi introducînd o variabilă de tip întreg 5 € {0,1} şi considerînd sistemul: 


f(z) + Mê > 0; 
u + M(1-8) > 0, 


care are soluţii dacă şi numai dacă x € Xı U X2. 
Procedeul descris poate fi generalizat în cazul disjuncțiilor de conjuncții de restricții 
şi în cazul disjuncției a unui număr mai mare de două restricții. 


Variabile discrete. Să presupunem că avem o restricţie de tipul x € (d,,...,dm), 
adică x poate lua valori numai dintr-o mulţime finită de valori, care nu sunt legate între 
ele. Această restricţie poate fi scrisă sub forma: 


IL = dıô1 + d2ô2 + ::: + dmôm, 


unde ĝ; satisfac restricțiile 


ði +02 +e +âm=l, 
ô; E {0,1}, j = 1, m. 
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Problema satisfiabilităţii (realizării) formelor booleene. O variabilă booleană 
poate lua două valori: adevăr sau fals. Valoarea adevăr o vom nota prin “1”, iar valoarea, 
fals prin “0”. Cu variabilele booleene pot fi efectuate operaţii logice, cum ar fi: disjuncţia 
(notată ca adunare), conjuncţia (notată ca înmulţire) şi negația (T notează negația non 
x). Din variabile booleene şi operaţii logice pot fi alcătuite formule booleene. De exemplu: 


(x+y +z)\(T+y+z2) 


este o formulă booleană. În funcție de valorile variabilelor booleene, formula poate lua 
sau valoarea adevăr, sau valoarea fals. Dacă în exemplul de mai sus x = 0, y = 1,z = 0, 
atunci formula ia valoarea “0” (fals). Dacă x = 0, y = 0, z = 1, atunci formula ia valoarea 
“1” (adevăr). 

Există formule booleene care nu iau valoarea adevăr, oricare ar fi valorile variabilelor 
booleene componente. De exemplu: 


(x +y) +y) +y) +y) 


nu poate lua valoarea adevăr, oricare ar fi valorile variabilelor booleene z şi y. 

Problema de realizare (satisfiabialitate) a formelor booleene se pune în felul următor: 
pentru m disjuncţii D1, D2,..., Dm, care conţin variabilele booleene z1, ..., £n, să se de- 
termine dacă există aşa valori ale acestora pentru care conjuncţia de disjuncții: 


Dı Də... Dm (3) 


ia valoarea adevăr. Formula sub forma (3) e numită formă normală conjunctivă. 

Se înțelege că problema poate fi rezolvată prin metoda enumerării exhaustive a vari- 
antelor, verificînd dacă printre alternative există soluția pentru care formula vizată ia 
valoarea adevăr. În total, în aşa caz trebuie verificate 2” variante. Pentru un n suficient 
de mare metoda devine inpracticabilă chiar şi la calculatoarele cele mai performante. 

Cu părere de rău, actualmente nu există metode eficiente de rezolvare a acestei pro- 
bleme. De menţionat în acest context că problema realizării formelor booleene poate fi 
formulată ca problemă de programare liniară în numere întregi. Pentru aceasta e de-ajuns 
ca notațiile “0” şi “1” să fie tratate în sensul lor numeric, iar notațiile pentru operaţiile 
logice să fie tratate în sensul lor aritmetic, înlocuind negația 7 prin 1 — x. În aşa caz, 
fiecare disjuncţie trebuie să conţină cel puţin o componentă de valoare “1”, adică se cere 


ca 
5 £+ X G-r) >1,i=Im. 


zeD; ze D,; 


Pentru exemplul de mai sus avem: 


z+(l-y)+z > 1, 
(1-xz)+y+z > 1, 
T, Y, Z € {0,1}. 


Aşadar, unei probleme de realizare a formei normale conjunctive îi corespunde o prob- 
lemă de programare liniară în numere întregi. E evident că ultima, ca problemă relaxată, 
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are totdeauna o soluţie fracţionară trivială xz; = 1/2,j = 1,n. Aproximarea ei pînă la o 
soluţie booleană e o problemă la fel de complicată ca şi problema iniţială. 


Se ştie că problema realizării formei normale conjunctive este o problemă dificilă (NP 
— completă). Ca urmare, problema de programare liniară în numere întregi este, cel 


puţin, la fel de dificilă, deoarece o include pe prima doar ca un caz particular. 


Din cele expuse reiese că în limbajul programării liniare în numere întregi 
pot fi formulate multiple probleme atît de caracter practic, cât şi de carac- 
ter teoretic. Din cauza unei astfel de generalităţi, după mai multe decenii 
de cercetări nu există încă algoritmi eficienţi de rezolvare a problemelor cu 
dimensiuni mari. O explicaţie adițională a complexităţii problemelor vizate 
ar fi şi faptul că ele nu aparţin programarii convexe, deşi toate funcţiile com- 
ponente sunt liniare. 


9.2  Unimodularitatea — indiciu de progra- 
mare liniară continuă 


Soluţiile optime ale problemei de transport au componentele întregi fără 
a se cere în mod special ca necunoscutele problemei să fie de tip întreg. 
Explicaţia unei atare situaţii favorabile rezidă în faptul că matricea sistemului 
de restricţii este unimodulară. 

Matricea A|m x n] formată din numere întregi e numită (total) unimod- 
ulară! dacă rang(A) = m şi orice submatrice pătratică B|m x m] a matricei 
A are determinantul det(B) = 0,1. În continuare cuvîntul “total” se va 
omite. 

Să considerăm problema standard de programare liniară 


ca — max, (1) 


Ax = b, 
| r>0. (2) 
Vom presupune că A,b,c au componente întregi şi rang(A) = m. 

Se ştie că dacă problema (1)-(2) are soluţie optimă, atunci ea coincide 
cu un punct de virf al mulţimii poliedrale de soluţii admisibile X. Se pune 
întrebarea: în ce condiţii virfurile mulţimii X au toate componentele întregi? 
Altfel spus: în ce caz condiţiile de integritate sunt de prisos, iar soluţionarea 


1Matricea e numită unimodulară dacă det(A) = 1. 
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problemei de programare liniară în numere întregi se reduce la soluţionarea 
unei probleme obişnuite de programare liniară? 


Teorema 1. Punctele de virf ale mulţimii poliedrale X de soluţii admi- 
sibile a problemei (1)-(2) sunt toate de tip întreg oricare ar fi b e Z™ dacă 
şi numai dacă matricea A a sistemului de restricţii este unimodulară. 

Demonstraţie. Necesitate. De la absurd. Să presupunem că toate virfurile 
mulţimii X sunt de tip întreg pentru orice b de tip întreg şi, totuşi, există în 
A o bază 

B = (Ai, Ai , Ainm) 


pentru care det(B) # 0, +1, adică |det(B)| > 2, deoarece toate elementele 
matricei A sunt de tip întreg. 

În aşa caz, determinantul matricei B7! nu poate fi de tip întreg, deoarece 
det( B7!) = E Aceasta înseamnă că matricea B7! are şi componente 
fracționare. Să presupunem că anume coloana k a matricei B7! conţine 
elemente fracţionare. În asemenea caz, vectorul B-lef are componente 
fracţionare (e este vector unitar cu unitatea pe locul k). 

Să alegem numărul întreg ô astfel, ca toate componentele vectorului 
B-lek + 6e' să fie pozitive (e este vector cu toate componentele unitare). 

Să observăm că vectorul 


d = B(B-lek + ôe’) = e" + ôBe' 


are toate componentele întregi, iar vectorul z’ cu componentele 


i (B-le + ôe), dacă j = în € {i1,i2,..- im}, 
y= g j=l,n, 
1 0, în caz contrar, 
este soluţie admisibilă de bază a sistemului 
Ar=d. (3) 


Deoarece B-Lef are componente fracţionare, iar ô este de tip întreg, rezultă 
că şi a” are componente fracţionare, adică soluţia admisibilă de bază x’ a 
sistemului (3) (vîrful mulţimii poliedrale de soluţii admisibile) nu este de tip 
întreg. Contradicţie cu supoziţia iniţială. 

Suficienţă. Punctele de vîrf ale mulţimii X sunt determinate de bazele 
formate din vectorii coloane ale matricei A. Orice submatrice B, formată 
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din m vectori coloane liniar independente ale matricei A, este nesingulară, 
formează bază şi determină soluţia de bază 

= Bb 

 det(B) 


Ip = Btb 


unde B* este matricea adjunctă (reciprocă) formată din complemenţii alge- 
brici ai elementelor matricei B 


Bu Bu PE Bra 
B= Bu Bəz ea Bno 
Bin Ban ... Brn 


Deoarece A este unimodulară, iar B este nesingulară, rezultă că det(B) = +1 
şi din faptul cà b este de tip întreg reiese că şi vectorul £p este de tip întreg. 


O afirmaţie similară e adevărată şi pentru problema canonică de progra- 
mare liniară. 


Teorema 2. Punctele de virf ale mulțimii poliedrale X de soluţii ad- 
misibile a problemei canonice de programare liniară sunt toate de tip întreg 
oricare ar fi b € Z™ dacă şi numai dacă matricea A a sistemului de restricții 
este unimodulară. 

Demonstrație. Problema canonică se aduce la forma standard (vezi para- 
graful 2.1). Sistemul de restricţii al problemei obţinute are matricea [A | £]. 
Dacă D este o submatrice pătratică a matricei [A | E], atunci prin inversări 
de linii ea poate fi adusă la forma: 


B 0 
a 


unde E este o matrice unitară de ordinul k, iar B este o submatrice pătratică 
a matricei A, eventual cu unele linii inversate. Rezultă că det(D) = det(B) = 
+1, deoarece A este unimodulară, iar D este o submatrice nesingulară. 


O condiţie suficientă ca o matrice să fie unimodulară ne prezintă 
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Teorema 3. Matricea A cu elemente a;; = 0,+1 este unimodulară, 
dacă fiecare coloană conţine nu mai mult decit două elemente nenule şi liniile 
matricei A pot fi partajate în două mulţimi I, şi I>, astfel că: 


1. dacă o coloană are elemente de acelaşi semn, atunci liniile core- 
spunzătoare aparţin la mulţimi diferite; 


2. dacă o coloană are elemente de semn opus, atunci liniile corespunzătoare 
aparţin aceleiaşi mulţimi. 


Demonstraţie. Prin inducţie. Orice submatrice formată dintr-un singur 
element este unimodulară. Să presupunem că orice submatrice pătratică de 
ordinul k — 1 este unimodulară şi fie D o submatrice pătratică de ordinul k. 
Dacă D conţine o coloană nulă, atunci D este singulară. Dacă D conţine 
o coloană cu un singur element nenul, atunci, descompunind determinantul 
lui D după această coloană, afirmaţia teoremei reiese din supoziţia inducției. 
Dacă în D fiecare coloană conţine două elemente nenule, atunci din condiţiile 


teoremei rezultă că 
Pau; = Y ai 
ich ie 


pentru fiecare j, adică o careva combinaţie liniară a liniilor este nulă şi 


det(D) = 0. 


Nota bene. Clasa problemelor de programare liniară în numere întregi 
pentru care condiţia de integritate a variabilelor poate fi omisă, fără a afecta 
soluţia optimă, este destul de restrînsă şi include (conform teoremelor 1 şi 2) 
doar problemele în care este unimodulară matricea sistemului de restricţii. 


9.3 Metoda Gomory de soluţionare 
a programelor liniare în numere 
întregi 


Se consideră problema: 
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unde rang(A) = m. 
O metodă incipientă de soluţionare a acestei probleme porneşte cu 
soluţionarea problemei relaxate, care nu ţine cont de integritatea variabilelor. 


1° Dacă soluţia optimă z* a problemei relaxate are toate componentele 
întregi, atunci (1)-(2) este rezolvată. 


2° Dacă problema relaxată nu are soluţii admisibile, atunci şi (1)-(2) nu 
are soluţii admisibile. 


3° Dacă soluţia optimă z* are cel puţin o componentă neîntreagă, atunci 
se alcătuieşte o restricţie liniară suplimentară, verificată. de orice soluţie 
întreagă a problemei (1)-(2) şi neverificată de soluţia optimă neîntreagă 
x* a problemei relaxate. Ea se alătură sistemului de restricţii al proble- 
mei. Se rezolvă problema extinsă (mărită) şi se verifică iarăşi condiţiile 
19-30. 


Lesne se înţelege că pasul 3° va genera iterativ o consecutivitate de probleme, 
fiecare dintre ele avînd, în comparaţie cu problema precedentă, cu o restricţie 
mai mult. Dacă procedeul de alcătuire a restricţiei adiţionale este pus la 
punct, după un număr finit de iterații se determină sau soluţia problemei (1)-— 
(2), sau că (1)-(2) nu are soluţie. Dacă procedeul de alcătuire a restricţiei 
adiţionale e inadecvat, paşii 1°-3° se pot repeta la nesfirşit, generîndu-se 
probleme cu un număr de restricţii oricât de mare. 

Ideea unei asemenea metode îi aparţine lui Dantzig. Meritul de a indica o 
procedură riguroasă şi bine pusă la punct de formare a restricţiilor adiţionale 
îi aparţine lui Gomory. 


9.3.1 Algoritmul lui Gomory de soluţionare a proble- 
mei de programare liniară total în numere întregi 


La expunerea, algoritmului vom avea nevoie de următoarele notații: 


|] — partea întreagă a lui x € R — cel mai mare număr întreg, mai mic 
decît x (rotunjirea întreagă inferioară); 


{x} = x — |x| — partea fracţionară a lui x € R. 


Sunt evidente proprietățile: 
|x] < x, 
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Dep 
Exemplul 1. 
[0,1] = 0; 10,1) = 0,1; 
[LI] = 1 {1,1} = 0,1; 


Oricărei soluţii optime admisibile de bază x’ a problemei relaxate (1)-(2) 
îi corespunde un sistem (echivalent sistemului (2)): 


Ti, = Br — S_ouşzj, k=1,m, (3) 


jEJ 


(J — mulțimea indicilor componentelor nebazice) la care se ajunge printr-o 
consecutivitate de pivotări ale algoritmului simplex. Sistemul (3), în notaţiile 
de mai sus, se scrie sub forma: 


Ei = LBa] — X larlz; + {br} — X {onten k=I,m. (4) 


jEJ jEJ 


Teorema 1. Dacă soluția optimă admisibilă de bază x a problemei 
relaxate (1)-(2) are componenta zj, = B; neîntreagă ({ 8p} > 0), atunci: 


I. orice soluție întreagă a sistemului (2) satisface inecuaţia: 
X _(o)z; > {bk}; (5) 
jeJ 
II. soluţia optimă admisibilă de bază (neîntreagă) x a problemei relaxate 
(1)-(2) nu satisface inecuaţia (5). 


Demonstraţie. I. Fie z* o careva soluţie întreagă a sistemului (2). Rezultă 
că z* este soluţie şi a sistemului (3), şi a sistemului (4). Din (4) rezultă că 


(Be) -X {anhe 
jEJ 


este de asemenea întreagă, existind două posibilităţi: 


{r} — X Mas)? > 0, 


jeJ 
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echivalent cu 
(f= Son) >1, (6) 
jeJ 
gi 
(fu) — Y Mos) <0. (7) 
jeJ 
Să arătăm că (6) nu este verificată de nici o soluţie admisibilă a problemei 
(1)-(2). Intr-adevăr, (6) este echivalentă cu 


Souza < (fn) —1<0, 


jeJ 


care contrazice nenegativitatea componentelor {@k;}, T, j EJ. Ca rezultat, 
deoarece (6) şi (7) definesc două semispaţii reciproc complementare faţă de 
R”, rezultă că orice soluţie întreagă a sistemului (3), nesatisfăcînd (6), va 
satisface (7) (echivalent cu (5)). 

II. Soluţia x, fiind soluţie admisibilă de bază a sistemului (3), are nule 
toate componentele nebazice x;, j € J. Înlocuind aceste valori în (5), obţinem 
0 > {8k}, ceea ce contrazice supoziţia teoremei: {8p} > 0. 


Corolarul 1. Dacă soluţia optimă x’ a problemei relaxate nu este 
întreagă (154) > 0) şi toate componentele apj, j = 1,n ale tabelului sim- 
plex sunt întregi, atunci (5) defineşte o inegalitate contradictorie, ceea ce 
înseamnă că (1)-(2) nu are soluţii întregi. 


Teorema 1 şi corolarul 1 ne permit să concretizăm ideea lui Dantzig, 
expusă în preambulul acestui paragraf, prin următorul algoritm: 


0° Se rezolvă problema relaxată (1)—(2) şi se determină soluţia optimă z*. 
1° Dacă z* are toate componentele întregi, atunci (1)—(2) este rezolvată. 


2° Dacă problema relaxată nu are soluţii admisibile, atunci şi (1)-(2) nu 
are soluţii admisibile. 
3° Se formează restricţia adițională (5). 


Dacă (5) este contradictorie (vezi corolarul 1), atunci (1)-(2) nu are 
soluţii întregi. 
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Dacă (5) nu este contradictorie, atunci problema curentă se extinde cu 
restricţia (5). 


Se determină soluţia optimă z* a problemei extinse relaxate şi se trece 
la pasul 1°. 


Remarca 1. Restricţia adițională (5) taie efectiv mulţimea de soluţii 
admisibile X a problemei relaxate (1)-(2) (a problemei extinse relaxate), 
înlăturînd o parte a ei. hRestricţia adițională (5) se scrie sub formă de 
ecuaţie introducind variabila ecart zu > 0, care se scade din membrul 
stîng. Adăugarea la sistemul (2) a acestei restricţii conduce la problema 
extinsă relaxată: 


CT + 0- Za — max, (8) 
Ax = b, 
So); =a = {beh (9) 
jeJ 


2; >0, j=InF]. 


Dacă (8)-(9) are soluţie întreagă, algoritmul ia sfîrşit. În cazul în care pro- 
blema nu are soluţie întreagă, algoritmul continuă cu formarea altei restricţii 
adiţionale şi extinderea cu ea a problemei curente. 


Remarca 2. Problema (8)-(9) poate fi soluţionată sau prin algoritmul 
simplex primal, sau prin algoritmul simplex dual. 


Algoritmul simplex primal se realizează fie prin metoda celor două faze, 
fie prin metoda coeficienţilor de penalizare. In ultimul caz, (3)-(9), în urma 
introducerii variabilei artificiale £n+2 > 0, se aduce la forma: 


ca +0: Lari — M En42 —— max, 


Ax = b 
X {an}s; — Enyi tEn = {bk}, 


jEJ 


zj Z0, j=1,n+2, 


unde M este coeficientul de penalizare. 
Algoritmul simplex dual, în etapa de inițiere, cere înmulțirea ultimei 
ecuaţii cu —1. Ca rezultat, termenul liber devine negativ, iar variabila £n+1 
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se transformă în variabilă de bază. 


Corolarul 2. Atit restricţia adițională, cît şi coloana variabilei ecart, 
ce-i corespunde în tabelul simplex, pot fi suprimate concomitent, îndată ce 
variabila ecart respectivă intră în bază cu valoare pozitivă. 

Demonstraţie.  Restricţia adițională (5) este introdusă cu scopul de a 
tăia efectiv o parte din mulţimea de soluţii admisibile. Atît timp cît ea 
este activă — e satisfăcută ca egalitate (din (9) reiese în asemenea caz că 
ES N {an}ej— {br} = 0) — (5) are rost. Îndată ce restricţia adițională 

jeJ 
(5) este satisfăcută ca inegalitate strictă (£n+1 = J jez{@kj}£; — {8r} > 0), 
(5) devine inutilă şi poate fi suprimată atît ea, cît şi variabila ecart za. 


La lansarea algoritmului simplex, zu are sau valoare nulă (în cazul 
algoritmului primal), sau valoare negativă (în cazul algoritmului dual), ceea 
ce înseamnă că nu este satisfăcută restricţia adițională. Dacă variabila ecart 
£n+1 nu-i bazică, atunci ecuaţia rau = 0 corespunde unuia dintre cele n 
hiperplane ce definesc soluţia admisibilă de bază respectivă. Dacă variabila 
£n+1 ia valoare pozitivă, atunci ea devine nesemnificativă pentru variabilele 
problemei iniţiale (1)-—(2) şi atât ea, cât şi restricţia adițională pot fi suprimate. 

Deoarece în conformitate cu corolarul 2 toate variabilele suplimenta- 
re, îndată ce intră în bază, sunt suprimate împreună cu restricţia core- 
spunzătoare, problemele extinse nu au mai mult decât n restricţii şi, respectiv, 
n — m variabile suplimentare. 


Remarca 3. Orice problemă extinsă conţine nu mai mult decit 2n — m 
variabile şi nu mai mult decit n restricţii, în cazul în care algoritmul lui 
Gomory se completează cu un procedeu de suprimare a variabilelor ecart 
bazice şi a restricţiilor adiţionale corespunzătoare. 


Exemplul 2. Să se soluţioneze problema: 


LI +t T2 —> Max, 
a 2 <2, 
271 + do < 2, 
zı, £2 E N. 


Rezolvare. Introducem variabilele ecart £3, £4 în problema relaxată şi o aducem la 
forma standard: 
zı + Io —> Max, 
II Tr 2x> + T3 = 2, 
271 + do + I4 = 2, 
XI >0,...,£4 > 0. 
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Observăm că sistemul are o bază unitară căreia îi corespunde soluţia admisibilă de 
bază x! = (0; 0; 2; 2)7. Deci problema obţinută poate fi rezolvată prin algoritmul simplex 
primal. 


1 1 0 0 

CB | £B b Ti T2 £3 £4 

0 | z3 2 2 1 0 

O | za 2 2 1 0 1 

Zj T Cj 0 —1 —1 0 0 

z3 | 1 0 [3/2 1 -1/2 

zı 1 1 1/2 0 1/2 

Zi — cj 1 0 —1/2 0 1/2 

1 | z2 | 2/3 0 1 2/3 —1/3 

1 | xı | 2/3 1 0 —1/3 2/3 

z;— c; | 4/3 0 0 1/3 1/3 

Soluţia obţinută are componente fracționare. Introducem restricția adițională, care 
corespunde primei linii a tabelului simplex: 


şi obţinem în baza ultimului tabel simplex următoarea problemă extinsă: 


z1 + T2 —> Max, 


2 PoP 
T2 + 313 — 314 = $, 

1 =2 

Tı ~ 33 T 314 = 3, 
z3 + z421, 


Problema obţinută poate fi rezolvată atît prin algoritmul simplex primal, cît şi prin cel 
dual, rezultatul final fiind acelaşi. Vom arăta acest lucru rezolvînd problema extinsă 
consecutiv prin ambii algoritmi. 

Algoritmul simplex primal. Aducem problema la forma standard prin introducerea 
variabilei ecart z5. Apoi, pentru a obține soluţia admisibilă de bază inițială, introducem 
variabila artificială zg şi în ultima restricţie, şi în funcţia obiectiv cu coeficientul de pe- 
nalizare —M. 

zı + z2 — Mag — max, 


2 1 2 
T2 + să — a A 3 
Tı — 33 T 374 3 
£3 Xa — £5 + z6 =, 


Rezolvăm problema obţinută. 
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1 1 0 0 0 -M 
cp | £B b Ti T2 £3 £4 £5 £6 
1 x 2/3 0 1 2/3 —1/3 0 0 
1 zı 2/3 1 0 —1/3 2/3 0 0 
—M | as 1 0 0 I 1 —1 1 
Zj — Cj 4/3- M 0 0 1/3—M 1/3-M M 0 
Ia I 0 1l I 0 -1/3 
1 la 0 pooo = 0 2/3 
0 | za 1 0 0 1 1 Si 
Zj — cj 1 0 0 0 1/3 
Soluţia obținută z* = (0;1)T, zmax = 1 este soluţie optimă a problemei iniţiale. 


Deoarece z3 — c3 = 0, punctul z** = (1;0)7 este şi el soluţie optimă. 

Algoritmul simplex dual. Aducem problema la forma standard prin introducerea vari- 
abilei ecart z5. Apoi, pentru a obţine soluţia, de bază dual admisibilă inițială, înmulţim 
ultima ecuaţie cu —1 şi obţinem problema: 


ZI + £2 —> Max, 


Ta + 23 T ir, m 2, 
Tı = irs T Sa = 3, 
— z3— T4 serie 
Ti > 0,..., £5 >0. 
Rezolvăm problema. 
1 1 0 0 0 
cp | £B b zı T2 £3 £4 £5 
1 | z2 | 2/3 0 1 2/3 -1/3 0 
zı | 2/3 1 0 —1/3 2/3 0 
0 | z5 | —1 0 0 —1 —1 1 
z; — cj | 4/3 0 O 1⁄3 1/3 0 
1 | £2 0 0 1 0 —1 2/3 
1 | z 1 1 0 0 1 —1/3 
0 | £3 1 0 0 1 1 —1 
Zj sas Cj 1 0 0 0 0 1/3 


Am obţinut aceleaşi soluţii optime ca şi cele obținute prin algoritmul simplex primal. 
Răspuns: Problema are două soluţii: 


x* = (0;1)7, z** = (1;0)f, zmax = 1. 
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9.3.2 Algoritmul lui Gomory de soluţionare a prob- 
lemei de programare liniară parţial în numere 
întregi 


Se consideră problema: 


clar — max, (10) 


Ax =b, 
ia 4, 20, jJ=n +l1,n, (11) 


unde rang(A) =m, nı <n. 
Fiecărei soluţii optime admisibile de bază x’ a problemei relaxate (10)-— 
(11) îi corespunde un sistem (echivalent sistemului (11)): 


Vi, Z Br >> S_ouşzj, k= 1,m, (12) 


jeJ 


(J — mulţimea indicilor componentelor nebazice) la care se ajunge printr-o 
consecutivitate de pivotări ale algoritmului simplex. 


Teorema 2. Dacă soluţia optimă admisibilă de bază x a problemei 
relaxate (10)-(11) are componenta z;, = By neîntreagă ({ 6p} > 0), atunci: 


I. orice soluţie întreagă a sistemului (11) satisface inecuaţia: 


Suzi > {bk}, (13) 


jeJ 
unde 
Qkj, dacă j > ni, ax; 2 0, 
— r) pi dacă j > nı, Aug < 0, 
TAE A CARR) i 
i {akj}, dacă j SE N, {akj} < {Br}, 


Tog w) dacă j <m, (an) > (6); 


II. soluţia optimă admisibilă de bază x (neîntreagă) a problemei relaxate 
(10)-(11) nu satisface inecuaţia (13). 


9.3. METODA GOMORY DE SOLUŢIONAREA PROGRAMELOR LINIARE ÎN NUMEREÎNTR 


Demonstraţie. I. Fie x o careva soluţie întreagă a sistemului (11). Rezultă 
că z este soluţie şi a sistemului (12), corespunzător soluţiei x’. Din (12) reiese 
că, dacă componenta xj, este întreagă, adică 


Pk — 55 QAkjtj 


jEJ 


este întreagă, atunci este întreagă şi expresia 


{Br} — Sar; =k, k=l, m, (14) 


jeJ 
unde lą € N. Sistemul (14) poate fi scris şi sub forma: 


` OT + bp Akiti = {bk} — lk, (15) 


jEJi jEJ2 


unde Jı şi J2 sunt alcătuite din indicii pentru care ax; > 0 şi, respectiv, 
Qkj < 0. 
Dacă 


>P QAkjtj + >p Aj] > 0, 


jeJ jeJ2 
atunci din (15) rezultă că l < 0, şi 


Saya: Yoga > Aa). (16) 


jEJi jEJ 


Dacă, 


` QAkjTj + 5 QAkjTj < 0, 


jEJi jEJ2 


atunci din (15) rezultă că lẹ > 0, şi 


` Qkjtj < X auz; < {8k} E 1, (17) 


jEJ2 jEJ 


sau 


E E S 
l AI 2 kjťj > {8k} (18) 
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Sumînd (16) şi (18), obţinem inecuaţia cu coeficienţi nenegativi 


{2k} “A 
Op PR AkjTj > {br}, (19) 
2 aaoo? 


adevărată pentru orice soluţie întreagă a sistemului (2). 

Să observăm, tinînd cont de (15), (16) şi (17), că relaţia (19) rămîne 
adevărată dacă coeficientul variabilei nebazice întregi &kr,r € J, r < n, se 
înlocuieşte cu un coeficient de forma {akr} + z, z € Z, care se deosebeşte de 
{akr} printr-un număr întreg z. Deci restricţia (19) poate fi făcută mai tare, 
micşorînd coeficienții variabilelor nebazice întregi şi avînd în vedere că noul 
coeficient 64, al variabilei nebazice întregi xz, este egal cu 


{akr} + 2, dacă z > 0, 
Or = {bk} 


1 {6k} 


Astfel, deoarece (16), (18) şi (19) rămîn adevărate cînd se trece la coeficientul 
Ôkr al variabilei z, (în corespundere cu (20)), valoarea minimă a coeficientului 


{k} 
1 — 18k} (1 (Ar), 
în cazul în care z < 0) va determina coeficientul respectiv al restricţiei 
adiţionale. Pentru a exclude erorile de calcul, care pot apărea în cazul în 
care 1/4) este foarte apropiat de 1, e raţional să se aleagă coeficienţii pr 
după cum urmează; 


({akr} + 2), dacă z <0. (20) 


Ôkr (egală cu (ag), în cazul în care z > 0, gi egală cu 


ir = min (are) OU = tare) = 


{akr}, dacă {akr} < {2k}, (21) 


= {bk} x 
E — for), dacă {arr} > (Bu). 


În bază la (19) şi (21) obţinem inecuaia (13), verificată de orice soluţie 
întreagă a sistemului iniţial. 
II. Se demonstrează analog cu demonstraţia punctului II al teoremei 1. 


In baza teoremei 2 se construieşte algoritmul lui Gomory de soluţionare 
a problemei de programare liniară parţial în numere întregi. 
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0° Se rezolvă problema relaxată (10)-(11) şi se determină soluţia optimă 


* 


T. 


1° Dacă x* are componentele z1, ..., Zn; întregi, atunci (10)-(11) este re- 
zolvată. 


2° Dacă problema relaxată nu are soluţii admisibile, atunci şi (10)-(11) 
nu are soluţii admisibile. 


3° Se formează restricţia adițională (13). 


Dacă (13) este contradictorie (vezi corolarul (1)), atunci (10)-(11) nu 
are soluţii întregi. 

Dacă (13) nu este contradictorie, atunci problema curentă se extinde 
cu restricţia (13). 

Se determină soluţia optimă z* a problemei extinse relaxate şi se trece 
la pasul 1°. 


Comparînd restricţia adițională pentru problema de programare liniară 
total în numere întregi 
> {anter > (6) 
jeJ 
cu restricţia adițională pentru problema de programare liniară parţial în nu- 
mere întregi 
dxi > (Br), 
jeJ 
în care nı = n, vom observa că 


5 e dacă {arj} < {bk}, 
: E e — 1Qxj)), dacă {arj} > {8k}, 


şi putem deduce că 
dacă {akj} < {bk}; 


0, 
{ari} — ôkj = {ors} — Bei dacă (ax) > {8k}. 


1 — (x) 


Rezultă că {akj} > 6x; şi, prin urmare: 


> ds) E y dpi SA): 


jeJ jeJ 


282CAPITOLUL 9. PROGRAMAREA LINIARĂ ÎN NUMERE ÎNTREGI 


In concluzie: 


Remarca 4. (13) determină o restricţie adițională şi pentru problema de 
programare liniară total în numere întregi, mai tare şi în general mai bună 


decît (5). 


Capitolul 10 


Programarea dinamică 


Conceptul de programare dinamică, introdus în anii cincizeci de către 
Richard Bellman, are sens larg şi polivalent. El semnifică, în primul rînd, un 
model matematic general al proceselor de luare a deciziilor (al sistemelor 
dinamice) ce se dezvoltă pe etape în timp discret sau continuu, cu ori- 
zont limitat sau nelimitat, cu viitor sigur sau aleatoriu etc. În al doilea 
rînd, programarea dinamică reprezintă o clasă specială de probleme de op- 
timizare — programele dinamice, care nu pot fi rezolvate efectiv nici prin 
metode tradiţionale ale analizei matematice, nici prin metode obişnuite ale 
programării matematice, nici prin metodele calculului variaţional. În fine, 
programarea dinamică este o metodă generală de optimizare a proceselor 
(sistemelor) dinamice, bazată pe ecuaţii funcţionale recurente şi pe principi- 
ul de optimalitate al lui Bellman. 

În concluzie — programarea dinamică este un instrument matematic com- 
plex de modelare, de cercetare şi de optimizare a proceselor dinamice (în baza 
unui control optim), care înglobează şi un ansamblu de noţiuni, termeni şi 
procedee referitoare la teoria matematică de luare a deciziilor pe etape. 


10.1 Probleme celebre, soluţionabile 
prin metoda programării 
dinamice 


Problemele programării dinamice — modele ale unor procese de luare 
a deciziilor pe etape — cer, în general, metode speciale de soluţionare, de 
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tipul metodei programării dinamice. Ultima poate fi utilizată şi la rezolvarea 
problemelor deja consacrate, reducîndu-se, în general, la alcătuirea ecuaţiilor 
funcţionale recurente şi la utilizarea corectă a principiului de optimalitate. 


10.1.1 Problema rucsacului 


Se consideră problema; 


CITI koto" Fita > max, 
Ori tata Fi: Fanta = b, 
zi E€ N,j=ln, 


unde b,a; E N,j = 1,n, N— mulţimea numerelor naturale. Pentru m € N 
vom utiliza următoarea notație: 


N(m) = {0,1,2,..., m}. 


Metoda de rezolvare a acestei probleme ne vom imagina-o ca un proces din 
n etape, fiecare etapă k, k = 1,n, constînd din umplerea optimă a rucsacului 
numai cu obiecte de tipul 1,2,..., k. 

În prima etapă problema se rezolvă elementar. Dacă b se divide cu ai 
fără rest, atunci costul rucsacului va fi egal cu: 


fab) = a 

ai 
În caz contrar — se încalcă condiția de integritate a obiectelor cu care se 
încarcă rucsacul şi problema de încărcare cu obiecte numai de tipul 1 nu 
are soluţie în numere întregi, convențional notînd în acest caz fu(b) = —oo. 

Aşadar, în prima etapă se utilizează funcţia: 


filr) = 


unde z € ([2]). 


In etapa a doua se rezolvă ecuaţia funcţională: 


ai 


F U i 
cı—, dacă 7 se divide cu aj, 
—00, în caz contrar, 


fa(b) = max {crz + filb — azx2)}. 


b 
0<z2<| È | 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


E clar că o soluţionare efectivă necesită valorile funcţiei fi(7) în 7 € 
N (l) , însăşi metoda constînd din tabelarea funcţiei car + fı(b — azx2) 


corespunzător lui to e N (lD şi din alegerea variantei pentru care 
C2£2 + fi(b — azz) este maximă. Evident, ecuaţia are soluție numai în 


cazul în care există cel puţin o valoare z> € N (E3) pentru care are loc 


fi(b — azz2) Æ —oo. Dacă pentru o careva valoare z, € N (èl are loc 
fi(b — a2z) = —o0, atunci perechea x} =b — axb, xh nu satisface restricţia 
problemei rucsacului. 
In etapa a treia se consideră ecuația funcțională: 
fsb)= max {c3z3+ f(b — asza)), 


osese] 

rezolvarea căreia necesită valorile funcţiei f2(7) în re N (ll . Metoda de 
rezolvare rămîne aceeaşi: tabelarea în z3 € N (ll a functiei c3£3 + f2(b — 
433), urmată de alegerea maximei. 

In mod analog, în etapa k, k > 3, se consideră ecuaţia funcţională re- 
curentă: 

falb) = max 1 Cp + Fa (b = AT). 
0<ap<| È | 
an 

Ea se rezolvă prin tabelarea funcției Cu + fk-1(b — auz) în corespundere 
cu srk EN (|2]) şi prin alegerea în fine a maximei. 

Deoarece în etapa k + 1 se utilizează valorile funcţiei f(T) în 7 € 


N (£l e rezonabil ca în etapa k să se tabeleze nu numai funcția 


Cat + fr-ı(b — apzk), ci şi funcţia f(r). Excepţie fac numai: etapa 1, 


în care se tabelează doar funcţia fı(T), corespunzător lui 7 € N ([2]) ; 


şi etapa n, în care se tabelează doar funcţia cur + fn-1(b — an), pentru 
La EN (èl) . Sumînd cele expuse, putem trage concluzia cà algoritmul de 
soluționare a problemei rucsacului se reduce la o consecutivitate de n etape, 
etapa k, k = 1,n, constînd din construirea unui tabel din patru coloniţe, 
ultimele două, la trecerea la etapa k+ 1, fiind înlocuite cu valorile x% pentru 
care au soluții ecuațiile funcționale: 


fi(7) = max cutu + fk-1ılT — akzk)}, T =0,b. 
osel 
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Aşadar, în etapa k soluţiile ecuaţiilor funcţionale se determină din tabelul: 


T | fklT)| Tk Gt + fk-1(T — akTk) 
7 = 0] fk(0)| 0 fr-1(0) 
Tr=1  fk(1)| 0 fr-1(1) 

ee [es lac] fa Usa] 

T=b| fkb) 0 fr-1 (b) 
1 Ck + fr—ı (b — ag) 

2 2Ck + fr-ı(b za 24.) 


[alleli ia (ea) 
Cînd se trece la etapa k + 1, tabelul de mai sus se salvează sub forma: 
T | (7) | T 

r=0 | fe(D) 0 
T=1| fa(1) | %0) 


T =b] fkb) | aa) 
unde zi (7) este soluţia ecuației funcţionale, corespunzătoare lui 7. 

In ultima etapă, e suficient să se determine pentru funcţia f„(7) numai 
valoarea f,(b). 


Demonstrația faptului că metoda determină corect soluţia optimă reiese 
cu evidenţă din relaţia: 


falb) = RS i E max {Cn-1En1 SAA 


0<an<| È O<zn-1<| z 
+ max {czt + fılT — antn — `- — azz2)}... }} = 
ocele 
= max... MAX{CnEn + `- Foto + fi(b — apa — 0: — a222) }. 
Tn T2 


In concluzie, problema rucsacului se rezolvă în baza relaţiilor: 


filr) = b dacă k = 1 şi 7 se divide cu an, 

Qi 
filt) = —oo, dacă k = 1 şi 7 nu se divide cu au, 
fn(7) = max (Cktat fk-1(T — aktk)}, dacă k> 1, 


b 
osale 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


pentru 7 = 0,d. 


Exemplul 1. Să se soluţioneze problema rucsacului: 


z = 3x1 + 2x2 + 5£3 + z4 + 4a5 > Max, 
2x1 + 2£2 + 3£3 + Za 2x5 = 8, 
Tj E N, J = I5: 


Rezolvare. Conform celor expuse, în etapa 1 alcătuim tabelul: 


T | f(T) | zi T| flr) ai T| filr) ai 
0| o [o0 3 T =œ 6| 9 T3 
1| -œ 4| 6 |2 7| —œ 

2| 3 |1 5 | —oo 8| 12 |4 


In etapa a doua avem ecuaţiile recurente: 


fa(7) = max {2x2 + fı(T — 2x2)}, T=0,8. 
0<z2<|3] 


În baza lor alcătuim tabelul: 


T | fal) | z2 | 222 + fir — 222) T | falT) | £2 | 2x2 + fı(T — 2x2) 
oj o [o ERGENS TNS Se E 
Il -œ |0| 07702 SA e 
2 3 T0 0+ fi(2) = RE 
| 2+A0=2| = DEL CEE 
T 0 aE ua SE aR 
1| 2+ A0) =- JE esa 
4| 6 l0 n 3| 6+f01)=-% 
1 2+ fi(2)=5| f8 12 |0 0+6) 2 
2| 4+hO=4 1| 24AN 
5| —œ |0 0+ fi(5) = —oo 2 4+ fu(4) = 10 
1 | 2+fu(8)= 00 3| 6+f(2)=9 
2 | 4+ fill) =-% 4 8+ fi(0) =8 


De reţinut că în coloniţa a doua se scriu valorile maxime (corespunzătoare valorii 7) din 
coloniţa. a patra, adică coloniţa a doua se completează numai după ce este completată 
coloniţa a patra. 

Trecînd la etapa următoare tabelul obţinut îl salvăm sub forma: 


T falt) | 23 T fa(7) | z3 
0| 0+f(0)=0|0 5 =œ] 0 
1 —o0o | 0 6| 2:0+f.(6)=9|0 
2|2-0+f.(2)=3|0 7 -œ| 0 
3 -œ| 0 8|2:0+ fı(8)=12| 0 
4|2-0+f.(4)=6|0 
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In etapa a treia se rezolvă ecuaţiile: 


fa(7) = -a its) T=0,8. 


0<z3< 3 


In mod similar se construieşte tabelul (lăsăm acest lucru pe seama cititorului), care la 
trecerea la etapa a patra se memorează sub forma: 


(A J3(7) | 23 T fs(T) | 233 
0|5-0+ f2(0)=0]0 5| 5-1+f(2)=8] 1 
1 —œ | 0 6 |5-2+ f2(0)= 10| 2 
215-0+ f2a02)=3|0 7|5-1+f2(4)=11/ 1 
3|5-1+f(0)=5|1 8|5-2+ fa(2)= 13| 2 
4]5:0+ fa(4)=6| 0 
În etapa a patra se rezolvă: 
hlr) = pax dea + hr 00), 708 
care au soluţiile: 
T falt) | xå% T falt) | ză 
0 0] 0 5| 0+fa(5)=8]0 
1 1+f(0)=1|1 6|0+ fa(6)=10|0 
210+f3(2)=3]|0 7|1+fs(6)=11]| 1 
310+ fa(3)=5|0 8| 0+ fa(8)= 13| 0 
4|1+f(3)=6) 1 
În ultima etapă ne putem limita la rezolvarea doar a ecuației funcționale: 
fs(8)= max {4gs + f4(8 — 2a5)). 


0<zs<| $] 


Totuşi, dacă procedăm ca în etapele precedente, în urma rezolvării ecuajilor funcționale: 


fs(7) = max {4zs5 + far — 2z5)}, rT=0,8, 
0<as<|3] 


vom obţine soluţiile chiar a 9 probleme, corespuzător valorilor 7 = 0,8: 
) 


T f(T) | zš T fs(T) | 25 
0 0| 0 5| 4:2+fa(l)=9]| 2 
1 0+ f)=1] 1 6| 4-3+ fa(0)= 12] 3 
2 | 4:1+ fa(0)=4|1 7T|4:3+ fa(1)=13| 3 
3|4-1+f(1)=5|1 38| 4-4+ f1(0)=16]| 4 
4|4:2+ fa(0)=8] 2 


Din ultimul tabel aflăm că valoarea maximă a funcţiei obiectiv a problemei date este 
egală cu Zmax = 16. Soluţia problemei pentru o careva valoare 7 se determină prin par- 
curgerea, în ordine inversă a tabelelor etapelor 4,3, 2, 1, din care se selectează valorile com- 
ponentelor optime corespunzătoare. De exemplu, pentru 7 = 7, f5(7) = 4:3+ fa(1) = 13, 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


xš = 3. Valoarea variabilei x4 o determinăm din tabelul etapei a patra — din linia core- 
spunzătoare lui fi (1) = 1 + f3(0). Din ea reiese că zi = 1. Valoarea x3 = 0 se determină 
din linia corespunzătoare lui f3(0). In continuare aflăm că z3 = 0 şi z = 0. 

Exact prin acelaşi procedeu se determină soluţia corespunzătoare lui f5(8) = 4:4+ 
fa(0) = 16, care este egală cu z* = (0,0,0,0,4)7. 

Răspuns: Costul maxim Zmax = 16 rucsacul îl are dacă e încărcat cu patru obiecte de 
tipul cinci. Deci z* = (0,0,0,0,4)7. 

Exemplul 2. Să se soluţioneze problema: 

z = la + 9ao + Bara + 20x4 —> max, 
Ta = 5x2 Ep 3x3 E 11x4 < 17, 
zj E€ N, j=1,4. 

Rezolvare. De menţionat că restricția problemei este de tip inegalitate. Prin intro- 

ducerea unei variabile ecart, putem trece la restricţie egalitate. Totuşi metoda descrisă, 


mai sus lesne poate fi modificată, astfel că ea să rezolve şi problema nemodificată. Pentru 
aceasta e de ajuns ca la etapa 1 să se considere funcţia; 


ft) =c Z =11 =], 


în baza, căreia obţinem: 


T fu) | 
0-6 ofo 
7-13 | ul 
14-17] 22|2 


In etapa a doua, în baza ecuaţiei: 


fa(7) = max {9r2+ fi(7 — 5x2)}, 
0<z2<| 3] 


=L5 


alcătuim tabelul: 


T fa(7) | 23 
0-4 0+ fi(7)=0] 0 
5—9 9+ fılr-5)=9] 1 
10—14 | 18+ fı(r—10)=18 | 2 
15—17 | 27+ filr —15)=27| 3 


In etapa a treia avem ecuația recurentă: 


fa(7) = max {5x3 + fa(7 — 3x3)}, 
0<a5<|3] 


ST35| 3 


căreia îi corespunde: 


T fa(7) | 23 
0-2 0+ fa(7)=0] 0 
3-5 5+f(r-3)=5]1 
6-8 | 10+ f(r-6)=10] 2 
9—11 | 15+f(7—9)=15]|3 
12 — 14 | 20 + fa(r — 12) =20 l 4 
15—17 | 25 + fa(r—15)=25| 5 
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În etapa a patra pentru: 


fi(r) = max {20z4 + far — 11z4)}, 


0<za<| 5] 
avem: 
E: fa(7) | ză 
0 — 10 0+ fa(7)=0] 0 
11 — 17 | 20 + fa(r—11)=30| 1 


Astfel, dacă r = 17, fa(17) = 20 + f3(6) = 30, şi, succesiv, din tabelele etapelor 
4,3,2,1 aflăm că z* = (0,0,2, jo 

Răspuns: Costul maxim Zmax = 30 rucsacul îl are dacă e încărcat cu două obiecte de 
tipul trei şi cu un obiect de tipul patru. Deci z* = (0,0,2,1)7. 


Nota Bene. Algoritmul de soluţionare a problemei rucsacului s-a redus 
la alcătuirea ecuaţiei funcţionale şi la determinarea soluţiei ei prin tabelare, 
problema iniţială de dimensiune n fiind redusă la n probleme unidimension- 
ale. 


Remarca 1.  Veridicitatea procedeului descris reiese din principiul de 
optimalitate utilizat — pentru orice valoare b şi orice soluţie zi, aleasă în 
prima etapă; în etapele următoare se aleg numai soluţii optime. 


Remarca 2. Dacă a =a2=...=an„=l1, în fiecare etapă k, 1 < k < n, 
se efectuează 


O(1+2+3+.::+06+(0+1))=0((1+b)) 


operaţii. Ca rezultat, soluţionarea problemei rucsacului necesită O(nb2) 
operaţii şi O(nb) celule de memorie. In cazul problemei 0-1 (a rucsacului), 
numărul de operaţii este O(2nb). 


Remarca 3. Parcurgerea în ordine inversă a tuturor tabelelor salvate, 
cu scopul aflării componentelor soluţiei optime, poate fi evitată prin salvarea 
în etapa k nu numai a valorii componentei xý (T), ce corespunde lui f(T), T = 
0,b, ci şi a tuturor valorilor zi,..., z;_, respective, adăugind, astfel, încă k—1 
coloniţe tabelului salvat, putînd în schimb suprima toate tabelele din cadrul 
etapelor 1,2,...,k — 1. 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


10.1.2 Problema comis-voiajorului 


Dacă la soluţionarea problemei precedente metoda programării dinamice 
s-a impus organic şi cu evidenţă, la soluţionarea problemei comis-voiajorului! 
acest lucru nu este vădit. Totuşi problema se rezolvă prin metoda programării 
dinamice, ceea ce vom ilustra în continuare. 

Pentru n oraşe, numerotate de la 1 la n, sunt date lungimile d;;,î,j = 
1,n, ale drumurilor ce unesc oraşele cu numerele i şi j. Se consideră că 
di; = œ,i = Î,n, şi, de asemenea, d;i; = œ, dacă nu există drum direct între 
oraşele cu numerele ¿i şi j. Problema constă în determinarea itinerarului 
(traseului) de lungime minimă, care se începe şi se termină în oraşul cu 
numărul îi, trecînd exact o dată prin fiecare oraş. Cu alte cuvinte, se cere 
permutarea. î1,î2,..., îm (ciclică) de n elemente 1,2,...,n, pentru care are 
valoare minimă funcţia 


F(î,î2,--- 1 în) = duis + dizia FF diniin F dinis 


unde i, Æ is, pentru r # s, r,s E€ N*(n) = N(n) \ {0}. Problema este 
echivalentă selectării în matricea D|n x n] a n elemente de sumă minimă, cu 
proprietatea că fiecare linie şi fiecare coloană ale matricei D conțin unul şi 
numai unul dintre elementele alese. 

Ipotetic, problema poate fi rezolvată pentru orice n € N* prin trierea ex- 
haustivă a (n— 1)! permutări din n — 1 elemente (i; este fixat). De menţionat 
însă că practic, pentru o valoare n € N* suficient de mare (de ordinul sutelor), 
trierea exhaustivă nu poate rezolva în timp real (acceptabil) problema 
dată chiar şi la cele mai performante calculatoare. 

Deoarece itinerarul comis-voiajorului trece prin toate oraşele, oricare din- 
tre ele poate fi punct iniţial (şi terminus, concomitent). Deci, neafectînd gen- 
eralitatea, putem considera că itinerarul are începutul în oraşul cu numărul 
1. 

Pentru © C (2,...,n) si j € S, vom nota prin fis/($,j) lungimea 
itinerarului optim care porneşte din oraşul cu numărul 1 şi ia sfîrşit în oraşul 
cu numărul j, trecînd numai o dată prin toate oraşele cu numere din S. 

Metoda programării dinamice ne vom imagina-o, ca şi în cazul problemei 
rucsacului, ca un proces din n etape (paşi). 


1Comis-voiajor — persoană care se ocupă cu mijlocirea vînzărilor de mărfuri, de- 
plasîndu-se în diverse locuri în căutarea unor beneficiari. 
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În prima etapă aflăm fı(S,j) pentru toate submulţimile S C (2,...,n) 
de cardinalitate |S| = 1. Evident: 


AUI} j) = diz, j = 2, 


În etapa a doua, pentru toate submulţimile S C 2,...,n) de cardinali- 
tate |S| = 2, calculăm valorile: 


Ș 


fa(5, j) = du + dij = fiS {Ihi + di, ij €s. 


Remarca 4. La calcularea fp(S, j), k > 3, pentru j € S, S C {2,...,n} 
de cardinalitate |S| = k, vom utiliza proprietatea că pentru determinarea 
itinerarului optim din oraşul 1 în oraşul j, ce trece prin toate oraşele din S, e 
suficient să fie examinată pentru fiecare i doar varianta pentru care oraşul cu 
numărul i este traversat imediat înainte de j utilizindu-se, totodată, valoarea 
fk-1(S \ {j}, i) din etapa precedentă. 


Aşadar, în etapa k, k = 3,n— 1, pentru toate submulţimile S C 
12,...,n) de cardinalitate |S| = k, se calculează: 


fels, i) = in EAR Figo JES: 


Vom menţiona că în etapa n, S = {1,2,... n}, gi 


fa(S,1) = min {f (S {1}, +da}. 


Exemplul 3. Să se soluţioneze problema comis-voiajorului, fiind dată matricea 
distanțelor între patru oraşe: 


oo 2 1 4 
l oo 3 2 
i 2 5 œ 1 
5 1 2 o 


Rezolvare. Fără a afecta generalitatea, vom considera că comis-voiajorul îşi începe 
drumul din oraşul cu numărul 1. Conform celor expuse, în prima etapă alcătuim tabelul: 


Ar 

{2} |2 h2) = 
{3} | 3 | A3} 3) = 
{4 |4 }4) = 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


În etapa a doua obţinem: 


12,3) 2 f2(42,3),2) = dı; + da = 1 + 5 = 
{2,4} 2 f2({2, 4}, 2) = di4 +d =4+1=5 
{2,3} 3 f2({2,3},3) = dı2 Fd =2+3=5 
{3,4} 3 f2({3, 4}, 3) = dı; + d34=3+1=4 
{2,4} 4 f2(42,4),4) = di2 + d4 =2 +2 = 4 
13,4) | 4 | U3, 4}, 4) = dig + dz4 =1+1= 


In etapa a treia se rezolvă ecuaţiile funcţionale: 


fs(S,i) = An SAD i) + dij}, j € {2,3,4}, 


tabelul corespunzător lărgindu-se cu o coloniță: 


{2,3,4} 2 fa ({2,3,4}, 2) =3 fa(43, 4), 3) + da =4+5=9 
f2({3,4}, 4) +d =2+1=3 
p31 Pse 1.0245, 2) Fă 257328 
fa(42,4), 4) +da3 =4+2=6 
12, 3,4) 4 f3(42,3, 47,4) = 6 fa(2, 3}, 2) +d24=6+2=8 
H Edan d 


În final se soluţionează: 
fa(S, 1) = am {1f(S\ {1}, i) + dii} , 


obţinînd tabelul: 


S j fals, i) P(S \ {i} i) + da 
{1,2,3,4} | 1] faQ, 2,3,4},1)=4l RA2,3,4},2) +da =3+1=4 
fs({2,3,4},3) + da =6+2=8 
f3(42,3,4),4) +d =6+5=11 


Din el reiese că valoarea traseului optim al comis-voiajorului este egală cu 4. Succe- 
siunea în care trebuie traversate oraşele o aflăm analizînd în ordine inversă tabelele. Din 
tabelul 4 reiese că oraşul cu numărul 2 trebuie parcurs imediat înainte de a ne întoarce în 
oraşul cu numărul 1, deoarece 


PAUL, 2, 3, 4}, 1) = fs({2, 3, 4}, 2) + doi =4. 
Din tabelul 3 (linia, corespunzătoare lui f3(42, 3, 4Y,2)) determinăm că 


f3(42,3,4),2) = f2({3, 4}, 4) +da = 38. 


294 CAPITOLUL 10. PROGRAMAREA DINAMICĂ 


Deci oraşul cu numărul 4 trebuie parcurs imediat înainte de oraşul cu numărul 2. În mod 
analog, din tabelele 2 şi 1 aflăm că itinerarul optim este 1,3,4,2,1 


Răspuns: Itinerarul 1, 3, 4,2, 1 are valoare minimă 4. 


Exemplul 4. Să se soluţioneze problema comis-voiajorului, fiind dată următoarea, 
matrice a distanțelor dintre şase oraşe: 


7T œ 16 1 30 25 


21 16 25 œ 18 18 


Rezolvare. Vom considera că comis-voiajorul îşi începe drumul din oraşul cu numărul 
1. Conform celor expuse, în prima etapă alcătuim tabelul: 


S |j fals, i) 

{2} | 2 | fu(42),2) = di2 = 27 

13) 13 | A3}, 3) = di3 = 43 

{4} | 4 | fi({4},4) = du = 16 

{5} | 5 | A5}, 4) = dıs = 30 

{6} | 6 | fi(46),4) = dis = 26 

În etapa a doua obţinem: 

12,3} | 2 | f202,3},2) = das + dz2 = 43 + 13 = 56 
12,4} | 2 | f2(42,4),2) = dia + da2 = 16 + 16 = 32 
(2,5) | 2 | fa(42,5),2) = das + ds52 = 30 + 46 = 76 
{2,6} 2 f2({2,6}, 2) = dis + de = 26 +5 = 31 
12,3} [3 | 22,3},3) = da2 + dos = 27 + 16 = 43 
(3,4) | 3 | f2({3,4},3) = di4 + das = 16 + 25 = 41 
{3,5} | 3 | f2({3, 4}, 3) = das + ds3 = 30 + 27 = 57 
(3,6) [3 | f2({3,4},3) = dıe + dez = 26 + 5 = 31 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


{2, 4} 4 f2(42, 3}, 4) = do + do = 27 + 1 = 28 
{3, 4} 4 f2(43,4),4) TE di3 T d34 = 43 + 35 = 78 
{4, 5} 4 f2({4, 5), 4) = di5 T d54 = 30 + 48 = 78 
{4, 6} 4 f2({4, 6}, 4) = dis + de = 26 + 9 = 35 
{2,5} 5 f2(42,5),5) = di2 + də5 = 27 + 30 = 57 
{3,5} [5] 23,5}, 5) = dıs + da5 = 43 +5 = 48 
{4,5} | 5 | fa((4,5),5) = di4 + das = 16 + 18 = 34 
{5, 6} 5 f-(5, 6), 5) == dig T des = 26 + 5 = 31 
12,6) | 6 | f2(12,6),6) = di2 + das = 27 + 25 = 52 
13,6) 16 | f2({3,6},6) = dı3 + da = 43 + 0 = 43 
{4,6} | 6 | fa((4,6),6) = di4 + das = 16 + 18 = 34 
15,6) | 6 | f2({5, 6}, 6) = dis + dse = 30 + 5 = 35 


In etapa a treia se rezolvă ecuațiile funcționale 


fs(S, j) 


şi se alcătuieşte tabelul: 


= min (fa SN), j 


II 
D 


fs(S, i) 


f2(S \ {F}, i) + dij 


7(02,3,4),2) = 54 | J203, 4}, 3) + d32 = 41 + 13 = 54 
f2(43,4),4) + da2 = 78 + 16 = 94 

7.0(2,3,5),2) = 70| f(43,5),3) + dz2 = 48 + 46 = 94 
f2({3,5},5) + deo = 57 + 13 = 70 


fs ({2,3,6}, 2) = 44 


f2({3,6},3) + da2 = 43 + 5 = 48 


f2({3,6},6) + dez = 31 + 13 = 44 
f3(42,4,5),2) = 80 | fo({4, 5}, 4) + da2 = 34 + 46 = 80 
f2(44,5),5) + ds2 = 78 + 16 = 94 


fs ({2, 4,6}, 2) = 39 


f2(44,6),4) + da2 = 34 + 5 = 39 
fa(4, 6), 6) T de2 == 35 ai nl 16 = 51 


fsQ2, 5, 6}, 2) = 40 


f2(15,6},5) Pi d2 = 35 + 5 = 40 


f2({5, 6}, 6) + dea = 31 + 46 = 77 
f3(42,3,4),3) = 48 | f2({2, 4}, 2) + das = 32 + 16 = 48 
f2({2, 4}, 4) + dag = 28 + 25 = 53 
J202,3,5},3) = 84| fa({2,5},2) + da = 76 + 16 = 92 
f2({2,5},5) + ds3 = 57 + 27 = 84 
f3(42,3,6),3) = 47 | f2(42,6),2) + d23 = 31 + 16 = 47 


fa({2,6},6) + des = 52 + 5 = 57 


f3(43,4,5),3) = 61 


f2({4, 5}, 4) + da3 = 78 + 25 = 103 


f2({4, 5), 5) 


+ d53 = 34 + 27 = 61 


f3(43,4,6),3) = 39 


f2(44, 6}, 4) 


+ da3 = 35 + 25 = 60 


f2(44,6),6) + des = 34 + 5 = 39 
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f3(5,]) 


fa (51) + dij 


fs 03, 5, 6), 3) = 40 


f2(45,6),5) + ds3 = 31 +27 = 58 
f-(45,6),6) + dez = 35 + 5 = 40 


f3 (12, 3,4),4) = 57 


f2((2,3),2) + da = 56 + 1 = 57 
f2(42,3), 3) + daa = 43 + 35 = 78 


fs({2, 4,5}, 4) = 105 


fa({2,5},2) + doa = 76 + 35 = 111 


f2({2, 5}, 5) + do = 57 + 48 = 105 
£(42,4,6),4) = 32 | 22,6}, 2) + da = 31 + 1 = 32 
fa({2,6},6) + dea = 52 + 9 = 61 


fs(§3, 4, 5}, 4) = 92 


+ d24 = 57 + 35 = 92 


fs(43, 4, 6}, 4) = 52 


},2) 
f2(42,5),5) + d54 = 48 + 48 = 96 
},3) + d34 = 31 + 35 = 66 
f2(43,6),6) E dea = 43 + 9 = 52 


fs ({4, 5,6}, 4) = 44 


fa({5,6},5) + dsa = 31 + 48 = 79 
f2(45,6),6) + dea = 35 + 9 = 44 


fs({2, 3, 5), 5) = 48 


fa, 3), 2) + dos = 56 + 30 = 86 
f2(42, 3), 3) + da5 = 43 + 5 = 48 


f3(42,4,5),5) = 46 | fa({2, 4}, 2) + das = 32 + 30 = 62 
fa({2, 4}, 4) + das = 28 + 18 = 46 
f3(42,5,6),5) = 57 | fa(42,6),2) + das = 31 + 30 = 61 
fa(42,6),6) + des = 52 + 5 = 57 
f3(43,4,5),5) = 46 | fa(43,4),3) + das = 41 + 5 = 46 
fa({3, 4}, 4) + das = 78 + 18 = 96 
f3(43,5,6),5) = 36 | f2({3,6},3) + d35 = 31 +5 = 36 
fa({3, 6}, 6) + des = 43 + 5 = 48 
f3(44,5,6),5) = 39 | f2((4,6),4) + das = 35 + 18 = 53 
fal{4, 6}, 6) + des = 34 + 5 = 39 
fs({2,3,6},6) = 43 | f2(42,3),2) + d26 = 56 + 25 = 81 
fa({2,3},3) + da6 = 43 + 0 = 43 
f(42,4,6),6) = 46 | fa(42,4),2) + d26 = 32 + 25 = 57 


2) 
f2(42,4),4) RE da6 = 28 + 18 = 46 


f302, 5, 6), 6) = 62 


f2(2,5),2) + das = 76 + 25 = 101 
f 12,5),5) + dse = 57 + 5 = 62 


fs (13, 4,6}, 6) = 41 


f (3, 4}, 3) + dag = 41 + 0 = 41 
f2(43, 4}, 4) + da = 78 + 18 = 96 


fs ({3, 5,6}, 6) = 53 


f2({3, 5}, 3) + dzs = 57 + 0 = 57 
f2({3, 5}, 5) + die = 48 + 5 = 53 


fs 04, 5, 6), 6) = 39 


f-(44,5),4) + das = 78 + 18 = 96 
f2(44,55,5) + ds6 = 34+ 5 = 39 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


In etapa a patra se rezolvă: 


HURI) = min 1fa(5 (hi) + dă), j = 2,6, 


şi se alcătuieşte tabelul: 


fa(72,3,4,5),2) = 74] f3003,4,5),3) + da2 = 61 + 13 = 74 
f3(43,4,5),4) + da2 = 92 + 16 = 108 
f3(43,4,5),5) + do = 46 + 46 = 92 
fa(42,3,4,6),2) = 46 | fa(43,4,6),3) + da2 = 39 + 13 = 52 
BUS 4 6}, 4) + da2 = 52 + 16 = 68 
fs ({3, 4,6}, 6) + deo = 41 + 5 = 46 
fa(42,3,5,6),2) = 53 | fa(3,5,6),3) + d2 = 40 + 13 = 53 
+ ds = 36 + 46 = 82 
fs ({3, 5,6}, 6) + de = 53 + 5 = 58 
F2, 4,5,6},2) = 44| f3(44,5,6),4) + daz = 44 + 16 = 60 
fa ({4, 5,6}, 5) + do = 39 + 46 = 85 
fs({4, 5,6}, 6) + de = 39 + 5 = 44 
fa (2,3,4,5),3) = 73| f3(43,4,5),3) + da2 = 80 + 16 = 96 
f3(43,4, 5), 4) + da2 = 105 + 25 = 130 
f3(43,4,5),5) + doo = 46 + 27 = 73 
fa (2,3,4,6),3) = 51| f3(43,4,6),3) + dz2 = 38 + 16 = 54 
f3(43,4,6),4) + da2 = 32 + 25 = 57 
f3(43,4,6),6) + de = 46 + 5 = 51 
fa(42,3,5,6),3) = 56 | fa((3,5,6),3) + da2 = 40 + 16 = 56 
fa({3, 5,6}, 5) + deo = 57 + 46 = 103 
f3(43,5,6),6) + de = 62 + 5 = 67 
fa(42,3,4,6),3) = 44| f3(44,5,6),4) + daz = 44 + 25 = 69 
f3(44,5,6),5) + do = 39 + 46 = 85 
f3(44,5,6),6) + deo = 39 + 5 = 44 
fa(2,3,4,5),4) = 71| £303,4,5),3) + d32 = 70+1=71 
n 4,5}, 4) + da = 84 + 35 = 119 
fs ({3, 4,5}, 5) + do = 48 + 48 = 96 
fa({2,3,4,6},4)=45] fs({3,4,6},3) + da2 = 44 + 1 = 45 
fs ({3, 4, 6}, 4) + da2 = 47 + 35 = 82 
6) + de2 = 43 + 9 = 52 
fa (2,4,5,6),4) = 41| fa(43,5,6),3) + d2 = 40 + 1 = 41 
fa({3, 5,6}, 5) + do = 57 + 48 = 105 
6 
4) 
5) 


f343,5, 6), ) + de2 = 62 + 9 = 71 
fa{3,4,5,6},4) =62 | fs({4,5,6}, 4) + da2 = 40 + 35 = 75 
fs (44, 5, 6}, gs d52 = 36 + 48 = 84 
RUR 6}, 6) + de = 53 + 9 = 62 


298 CAPITOLUL 10. PROGRAMAREA DINAMICĂ 


fals, i) (S \ {I} i) + diz 

Ja({2,3,4,5},5) =53 | fs({3, 4,5}, 3) + da = 54 + 30 = 84 
fs ({3, 4,5}, 4) + da2 = 48 + 5 = 53 
f3(43,4,5),5) + do = 57 + 18 = 75 
d2, 3,5,6},5)= 44| fa(43,4,6),3) + da = 44 + 30 = 74 
4) + da2 = 39 + 5 = 44 
6) + de2 = 43 + 5 = 48 
fa({2,4,5,6},5) = 50| fa(43,5,6),3) + d32 = 39 + 30 = 69 
fa ({3, 5,6}, 5) + do = 32 + 18 = 50 
fs ({3, 5,6}, 6) + deo = 46 + 5 = 51 
d3, 4,5,6},5)= 44| fa({4,5,6},4) + daz = 39 + 5 = 44 
fa({4, 5,6}, 5) + do = 52 + 18 = 70 
fs ({4, 5,6}, 6) + de = 41 + 5 = 46 
fa({2,3,4,6},6)=48 | fa(3,4,5),3) + d32 = 54 + 25 = 79 
f3(43,4, 5,4) Tr da = 48 T 0 = 48 
f3(43,4,5),5) + do = 57 + 18 = 75 
fa({2,3,5,6},6) = 53 | fs ({3, 4,6}, 3) + d32 = 70 + 25 = 95 
fs ({3, 4,6}, 4) + da2 = 84 + 0 = 84 
fs({3, 4,6}, 6) + de2 = 48 + 5 = 53 
fa({2,4,5,6},6) = 51 | fs({3,5,6},3) + da2 = 80 + 25 = 105 
f3(43, 5, 6), 5) + d52 = 105 + 18 = 123 

f3(43,5,6),6) + deo = 46 + 5 = 51 
fa({3,4,5,6},6)=51 | fs({4, 5,6}, 4) + da2 = 84 + 0 = 84 
fa({4,5,6},5) + ds2 = 92 + 18 = 110 
fa ({4, 5,6}, 6) + deo = 46 + 5 = 51 


)- 
) 4 


In etapa a cincea, în mod similar, se construieşte tabelul: 


F02, 3,4,5,6}, 2) = 56 | f3, 4, 5,6}, 3) + da2 = 44 + 13 = 57 
fal{3, 4,5,6}, 4) + da2 = 62 + 16 = 78 
fal{3, 4,5,6}, 5) + ds = 44 + 46 = 90 
Ja({3,4,5,6},6) + de = 51 + 5 = 56 
FEQ2,3,4,5,6},3) = 56 | J102, 4, 5, 6}, 2) + das = 50 + 27 = 77 
fal{2, 4,5,6}, 4) + das = 41 + 25 = 66 
fal{2, 4,5,6}, 5) + dgs = 74 + 16 = 90 
Ja({2,4,5,6},6) + des = 51 + 5 = 56 
fsQ2,3,4,5,6},4) = 54 | 74(43,4,5,6),3) + da = 53 + 1 = 54 
fa(43,4,5,6),4) + da = 56 + 35 = 91 
fal{3, 4,5,6}, 5) + doo = 44 + 48 = 92 
fad j4; 5,6}, 6) EJ de2 = 53 + 9 = 62 
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fs(S, i) Fal S\ {Ih i) + dij 
£.02,3,4,5,6),5) = 53 | fad3, 4, 5,6}, 3) + da2 = 46 + 30 = 76 
fal{3, 4,5,6}, 4) + da = 51 + 5 = 56 
fa({3, 4, 5,6}, 


4 
5) + ds2 = 45 + 18 = 63 
6 
3) 


5 
5 
5 
fa({3,4,5, 6}, 6) + de2 = 48 + 5 = 53 
fs({2,3,4,5,6},6) = 58 | f4({3, 4,5,6}, 3) + d32 = 74 + 25 = 99 
fa({3, 4,5, 6}, 4) + da2 = 73 +0 = 73 
fa(d3, 4,5, 6}, 5) + d52 = 71 + 18 = 89 
fa({3, 4,5, 6}, 6) + dea = 53 + 5 = 58 


În ultima etapă obţinem: 


fe(S,1) fs (SNA) + di 
BUL 2,3,4,5,6}, 1) = 63 | £4012,3,4,5,65,2) + da = 56 + 7 = 63 
F23, 4,5,6}, 3) + da1 = 56 + 20 = 76 
15((2,3,4,5,6),4) + da =54+21=75 
F23, 4,5,6}, 5) + ds1 = 53 + 12 = 65 
F23, 4,5,6},6) + de1 = 58 + 23 = 81 


Analizînd în succesiune inversă. tabelele tuturor etapelor vom constata că itinerarul 
optim de lungime 63 este 1,4, 3,5,6,2, 1 

Răspuns: Itinerarul 1,4,3,5,6,2,1 are valoare optimă 63. 

Remarca 5. Lesne se demonstrează că, în caz general, la rezolvarea 


problemei comis-voiajorului prin metoda programării dinamice se exam- 
inează în total 


(7 — Dna + Cao Cap Pa) + LL (n — 1257 


itinerare. Un număr mare! In comparaţie însă cu (n — 1)! — numărul total 
de permutări dintre care trebuie aleasă permutarea optimă — este cu mult 
mai MIC. 


10.1.3 O problemă particulară de programare pătratică 
convexă 


O întreprindere comercializează, la finele fiecărei luni, cantitatea x 
de biomasă din disponibilul y, obţinînd beneficiul cz. În decursul lunii 
următoare, cantitatea y — x de biomasă rămasă creşte pînă la a(y—z),a > 1, 
cheltuielile inerente fiind egale cu d(y — z)?,d > 0. 

Se pune problema, determinării planului de comercializare pe n luni, care 
ar asigura, beneficiul total maxim. 
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Fie 7 cantitatea de biomasă la începutul primei luni, atunci yı = ar 
este cantitatea disponibilă de biomasă la finele primei luni, zı — cantitatea 
de biomasă ce se preconizează a fi comercializată la finele primei luni din 
disponibilul yı. La sfîrşitul lunii a doua, disponibilul este egal cu y2 = 
a(y1 — xı), iar cantitatea de biomasă ce urmează a fi comercializată din 
disponibilul y2 este z> ş. a. m. d. Problema de mai sus ia forma: 


Cati — (ya — 11)? +- + cata — d(yn — £n)? — max, 


Yı = aT, 
Vii = aly; — xi), i=1,n-1, (1) 
0 <t Yi; i= l1,n, 


reducîndu-se la maximizarea unei funcții pătratice concave pe un poliedru 
convex definit de un sistem de ecuații şi inecuaţii liniare, ceea ce reprezintă 
nu altceva decît o problemă de programare pătratică convexă. 

Dacă notăm prin f;(y;) beneficiul maxim, totalizat în decursul lunilor 


i i+1,..., n, atunci putem alcătui următoarele ecuații funcţionale recurente: 
max (cn — dyn — £n)’ }, i= Th, 
(y) = d On Sun 
P mex {Cti — d(yi — zi) + fiilalyi — 2), i< n. 


Să rezolvăm prima ecuație (i = n). Maxima respectivă se realizează sau la 
extremităţile intervalului [0, yn], sau într-un punct interior, dacă el anulează 
derivata după £n. 


Deoarece gg (eta — d(Yyn — £n) ) = 0 în punctul £n = Yn + A ce nu 


aparține intervalului [0, Yn], soluţia ecuației coincide cu una dintre extrem- 
itățile intervalului [0, yn]. 

În x, = 0 avem c- 0 — dhyn — 0}? = -dy?. 

În £n = Yn avem CYn — d(Yn — Yn) = Cyn- 

Aşadar, soluţia ecuaţiei date este £n = Yn, ecuaţia însăşi luînd forma 
În(9n) = Cyn- 

Să rezolvăm ecuaţia: 


fn=1(Yn-1) 7 
= max {c£ — d(Yyn-1 — Tn-1) + Tal Ola — aia) | 


O<rn-1Syn-i 


= max foi ri >, d(yn-a E Tni) + ca(Yn-ı a En—1)} - 
O<an—1Syn-1 


10.1. PROBLEME CELEBRE, SOLUŢIONABILEPRIN METODA PROGRAMĂRIIDINA MICE: 


Aflăm punctul critic în care se anulează derivata: 


O 


Pi 


(exp =: d(yn-a = Ena) T ca(Yn-ı a Tn-1)) = 


= c + 2d(yYyn—-1 — In) — ca = Q. 


c IAE E 
Deoarece £n-1 = Yn-1 + aparţine intervalului [0, yn-1], acest punct 


critic şi este soluţie a ecuajei funcţionale, care ia, ca rezultat, forma: 


e(l -— a)? 
fica Malus) acide EDEA) 4d ) A 


Similar se determină şi pentru ecuaţia 


fn-2(Yn-2) = 
= max {c£n-2 — (ym — n) + fnlalyYyn-2 — £n-2))}= 
O<rn—2Syn-2 
= max {czn-2— d(yn-2 — n 2)? + calYn-2 — Tn-2)+ 
O<rn—2Syn-—2 
(1 — aii 


4d 


c(1—a) 


soluţia £n—-2 = yn-2 + a Ecuația respectivă ia forma: 


e-a’ 
fn-2(Yn-2) = CYn-2 + a 


În fine, prin acelaşi procedeu determinăm soluţiile: 


c(l — a) E 
N Əd , l ln- 1, (2) 
CYn, i=n, 
ale tuturor ecuațiilor funcționale: 
„e(l = a) 
oey TEUS m e a ci 
CYn, i=n, 


unde yı = ar. 
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1 — a 
Din (2) avem y; — ti = a) i= 1,n — 1, şi, utilizînd (1), obţinem: 
cala — 1 a u 
yn = TED, i=l1,n-1, 


iar A 
— 1 — 1 — 1 mS 
nea ) c(a )_ ela A a 
2d 2d 2d 
Ca urmare, planul optim de comercializare pe n luni, pentru cantitatea 
iniţială de biomasă 7 (la începutul primei luni), este: 


c(l — a) c2(a — 1)? 
i m= tan fi = caT + (n — 1) ia 
Yı = aT 
Ta DC _ „cla 1)? 
__ca(a—1) 
CI > II | 
a. _ca(a— 1) E ce (a — 1) 
i=n To= F fn = caT + E 
_ ca(a— 1) 
Yn od 


10.1.4 Problema drumului minim 

Fie G = (V, E) un graf orientat, cu mulţimea nodurilor (vîrfurilor) V, 
|V| = n, şi mulţimea arcelor E C V x V, |E| = m. Fiecărui arc a = (i, j) € E 
i se ataşează un număr l(a) = l(i, j), numit lungimea arcului. În V se 
evidenţiază două noduri u şi w. Se pune problema determinării unei con- 
secutivităţi de arce 


(u, da) (i1, 00 sooo (0 25 ik) (ikw), i E€V,j=1,k, BEN”, 


numită drum din u în w, pentru care ia valoare minimă funcţia: 


k—1 


l(u, i1) + SI llir, ir41) TE llik, w), 


r=1 


adică trebuie aflat drumul de lungime minimă care uneşte nodurile u şi w. 
Vom reaminti că graful poate fi reprezentat prin: 
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1. lista, arcelor; 
2. lista de adiacenţă — pentru fiecare vîrf se indică lista vecinilor săi; 


3. matricea de adiacenţă Al|n x n], 


E Meda 1, dacă (i,j) € E, 
3 \ 0, în caz contrar; 


4. matricea de incidenţă a nodurilor şi arcelor An x m] (sunt numerotate 
nu numai nodurile, ci şi arcele) cu elementele: 


1, dacă din nodul î iese arcul |], 
Qil = —1, dacă în nodul îi intrà arcul |, 
0, în rest; 


5. matricea distanțelor L|n x n], 
i), dacă (i,j) € E, 
lij == 0, dacă i = J, 
00, în restul cazurilor; 


6. imaginea grafică (“picturală”) sub formă de reţea de noduri, legate prin 
curbe orientate (arce) sau neorientate (muchii). 


Pentru soluționarea problemei pot fi utilizate următoarele ecuații funcționale: 


| i dacă k = 1, i 

de(j) = 9 min (dau) +), dacăk>1, > bn 
ieV-() 

unde V-(j) = {i e V|(,j) e E}, d(j) este drumul minim din u în j, alcătuit 

dintr-un număr nu mai mare decît k arce. Intr-un graf care nu conţine cicluri 

negative e suficient să se calculeze soluţiile ecuaţiilor pînă la k = n — 1. 


Exemplul 5. Să se soluţioneze problema drumului minim din nodul 1 în nodul 5 în 
graful definit de matricea distanțelor: 


Se, 

II 
LEBBO 
d 
Ranog oa 
omggu 


2 

1 
00 

0 
00 


Y 
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Conform ecuaţiilor funcţionale, în 


Utilizăm aceeaşi tehnică a tabelării. 


Rezolvare. 
prima. etapă avem tabelul: 


dı (j) 
d(1) =h =0 


d. (2) = 2 =7 


dı(3)= l3 = 6 


di(4)=h4=2 


di6) = ls =3 


In etapa a doua: 


A 


S-i 5 O qea o E || NO AN e a O || o o Yo o NIN a N Mnn 
ÎN [DL a [LL MAO LL LI | OAN O NI 
O || SO N|S SS O| Nm 99| —- 9 O || OO N|S OO N— 9 Ma O 
sr + 1 ra rr +a ol | a rr rr lor +A 
m> RD IO = o N| OO A|O = Alo an = I|O || O E N|D o N|O ON — |O N 
Pfa o oaa a ua Paa o oa a a a E nu 
~ ~ ~ 
“ol all a a a all en ca cp] a E io “o "|| ala a a al] en co cp st st sl lei po 
| =l a ao al Do alla a x a x 5 Inima o xl 5 ala a | za a 
= | RR = RI RR RIR = RI == a || RR = RR = RI == AR 
|y RR ES EPE TOE DE e aj NR es! V EP SE EE A OS AA S ES | ze cp 
T pE Se ai. ES E [E SĂ > zi T ZE S i => zi aia Sl Îi SI 
— Pe pe Sas | Pa See a | Pa Sam ai IZA ZI = Z=> — n 
— H CD St | EN St | to — m N still o HI N st St o 
— x o at aa a| fat a S | o E a o a, o a aN 
AJo N Aall aoa aoa Aal aAa oN A ANNAN 
p= TF GS SF SN TNS S L |v "3 |3 33333 333 
© © N ne) O | © ne) 
| [ [ I qla NI [ Pa N] 
= eaa Pus Peas Peas = II ~ = II 
CN ne) ~<” 1O 9 |] |N ael ho 
"3 | Si ` bao las | A | Rd kii 3 | 
N N N N mjia M N 
"3 sS = "3 B |S = B 
3 
S 
= 
== 
3 
Š 
g 
= 
Y 
S 
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În etapa a patra e suficient să se construiască tabelul doar pentru d4(5) : 


da(5) d3(î) + li 
da(5) = 2 | da) +h =0+3=3 
da(4) + la = 1+1= 
da(5) + lss =3+0=3 


Conform ultimului tabel, drumul minim din nodul 1 în nodul 5 are valoarea egală cu 
2. Pentru a-l afla, parcurgem în ordine inversă toate tabelele, din care determinăm că el 
trece consecutiv prin nodurile 1,3,2,4,5. 


Răspuns: Drumul (1,3), (3,2), (2,4), (4,5), din nodul 1 în nodul 5, are valoare minimă 
egală cu 2. 


Remarca 6. Soluţionarea problemei drumului minim prin metoda 
ecuaţiilor funcţionale, într-un graf ce nu conţine cicluri orientate de valoare 
negativă, necesită O(n?) operaţii. 


10.2 Procese dinamice desfăşurate în timp 
discret şi orizont limitat 
Vom expune în cadru general problema programării dinamice, principiul 


de optimalitate şi metoda ecuaţiilor funcţionale. 


10.2.1 Formularea problemei 


Fie S un sistem starea căruia e descrisă în fiecare moment de timp t € 
10,1,...,T),T € N, de vectorul x; e R”. Numărul T e numit orizont. 


Perioada t € {1,..., T} a programării dinamice se defineşte ca un cuplu 
de momente (t — 1,t). 
Se presupune că pentru fiecare perioadă t € (1,...,7) şi orice stare zr-a, 


în momentul t — 1 este definită o mulţime de valori posibile ale stării x, a 
sistemului S în momentul t, mulţime pe care o vom nota prin Aşi. Aşadar, 
în orice moment t se cere ca: 

LT E Aia, t= 1, T. 


Reciproc, dacă avem x+, atunci va trebui să fie satisfăcută, relaţia: 


= 
it E Å; tt, 
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unde A; x, este mulţimea stărilor sistemului, posibile în momentul t — 1. 
În termeni matematici Ar : X1 > X; este o aplicaţie — neunivocă, în 
general — a mulţimii A,_. a stărilor sistemului S posibile în momentul t—1 în 
mulţimea X, a stărilor sistemului posibile în momentul t, iar A71 : X; > Xa 
este aplicaţia inversă aplicaţiei Aj. 
Ne vom referi în continuare la cazurile în care cel puţin una dintre 
mulțimile Xo, Xy l este formată dintr-un singur element. 


I. 


II. 


HI. 


Xo = (aşi. Pornind de la o stare iniţială x, sistemul ar putea 
evoluţiona, în felul următor: 


(£o, £1, iA zr), 
unde 
To E Xo, Xo EŠ {x0}, 
Li E Asti, Xi = Arie t=1,T, 
Xr — mulţimea stărilor sistemului S$ posibile în momentul T dacă se 
porneşte de la una din stările iniţiale zo € Xo, iar 


(£o, £1, T2, Sa zr) E Xo X Aizo X Aoti X-:- X ÅTTET1 
este doar una dintre evoluțiile posibile. 


Xp! = {x4}. Acelaşi lucru e valabil şi în direcția inversă de la T la 0, 
pentru starea finală cerută 2% obţinînd involuţia sistemului: 


(£T, IT. , zo), 


unde i 
zr € Xr, Xr = {r7}, 
Ti E Aiten Xp = Ara t=T-1,1. 


Xo = {ző}, Xp! = {x4}. Dacă se impune ca după T perioade să se 
ajungă de la starea iniţială dată xð la o anumită stare finală 17, atunci, 
evident, va exista o evoluţie favorabilă dacă şi numai dacă ză € Xr. 


In concluzie — evoluţia sistemului de la starea iniţială dată x € Xo la 
starea finală solicitată zi € Xp va avea loc dacă şi numai dacă au loc 
relaţiile: 


XXI #0, t=0,T, 


în care Xo = {x5}, Xp = (2%). 
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Să introducem un termen fundamental pentru programarea dinamică — 
noţiunea de politică. 
Se numeşte politică de la zg la ză orice succesiune 


(£0, a, Er TT) 


care satisface relaţiile: 


ze XNăIz0, t=0,T, 


unde Xo = {x}, Xp! = (3). Politica de la zë la ză se notează cu 
Tor(T$, 14). În mod clar se defineşte şi noţiunea de subpolitică de la £- 
la Ig: 
TrolEr, To) = (Tr, Er41,; - - - , T0—1, TO), 
n EXNXT Z0, t=T,9, 


unde X, = {x7}, X7 ' = {£0}. 

Dacă fiecărui cuplu (£41, 24) i se pune în corespondenţă valoarea ime- 
diată v(£i+1, £4) a perioadei t, semnificînd, din punct de vedere economic, 
că decizia de trecere de la starea z,- (în momentul t — 1) la starea z; (în 
momentul t) va aduce un venit v:(£4+1, £+), atunci fiecărei dintre situaţiile de- 
scrise îi corespunde o problemă de optimizare. De exemplu, ultimei situaţii 
îi corespunde: 


T 


s(7) = N t(n, zı) — min(maz), 
t=r 


ie XA e Z0, t=0,T, 


unde Xo = {x5}, Xr = {x5}. 
Funcția s(7) este definită aditiv. Ea mai poate fi definită şi multiplicativ, 
SI 


10.2.2 Principiul de optimalitate 


Teoremă (Richard Bellman). Orice subpolitică a unei politici optime 
este ea însăşi optimă. 


Demonstraţie. Fie 


m = (To tiee tih in tei ri o us i Do ip ta) 
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o politică optimă de la £o la zr. Dacă subpolitica mą de la x; la z- n-ar fi 
optimă, atunci ar exista o altă subpolitică (27, zș,4,...,2%) mai bună decît 


Tir, care ar îmbunătăţi politica 7 şi ar contrazice optimalitatea ei. 


Corolar (Principiul de optimalitate al lui Bellman). în mulţimea 
politicilor ce conţin o subpolitică dată no(xo, £+) cea mai bună este politica 
care completează To, cu o subpolitică optimă n r(£+, tr). 


10.2.3 Metoda ecuaţiilor funcţionale 


Principiul de optimalitate stă la baza metodei ecuaţiilor funcţionale, care 
construieşte succesiv politica optimă considerînd sau prospectiv perioadele 
1, 2, ..., T, sau retrospectiv perioadele T, T—1, ..., 1, sau ambele direcţii 
concomitent, pornind de la o perioadă intermediară. Aşadar, metoda, ia 
start fie de la prima perioadă, fie de la ultima perioadă, fie de la o perioadă 
oarecare. 

Vom expune metoda în cazul în care se construieşte prospectiv politica 
optimă (de la trecut spre viitor) pornind de la starea £o şi terminînd fie cu 
starea cerută xž, fie cu starea optimă zr € Xr. 

Notăm cu fo:(20, £+) valoarea subpoliticii optime de la o la z+. 


1° Prima perioadă. Fie Xọ = {xo}. E evident că 
fo (ro, £1) = vı (£0, £1) 
pentru orice decizie posibilă xı € Xı = AXo = Azo. 


2° Perioada a doua. Pentru orice z> € Xə din mulţimea subpoliticilor 
de la £o la £ se selectează subpolitica optimă, adică se alege starea 
z* € X, N 4312 pentru care se realizează, valoarea: 


foa(7o, 72) = max {foi (£0, £1) + va(£1, £2) }- 
21 CĂ1NA3 L2 


3° Perioada a treia. Pentru orice z3 E€ X3 din mulţimea subpoliticilor de 
la £o la £3 se selectează subpolitica optimă. Deoarece în conformitate 
cu teorema lui Bellman partea (xo, £1, £2) a unei subpolitici optime de 
la zo la £3 este şi ea optimă, putem cerceta doar subpoliticile de forma 
(£0, £, £2, £3) pentru care se alege zi € Xa N Ag T3 ce realizează: 


fos(£o, 73) = max | 1 fo2(£o0, £2) + v3(£2, £3) }. 
ra€ X2NAz £3 
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Procedeul descris continuă pînă la perioada T. 


T° Se consideră xr € Xr şi se află ză, E€ Xr-ı N AF Tr pentru care se 
realizează 
for(zo, £r) = max 1 for-a(2o, 7-1) + vr(£r-1, r) }- 


aro CXr-NAzlar 


Dacă e cerută o anumită stare finală ær, atunci e suficient să se afle 
doar politica optimă respectivă şi procedeul ia sfîrşit. 


Dacă se admit mai multe stări finale, atunci dintre politicile (7, z3,..., 2 dr) 
se alege acea pentru care 


for(zo, £7) = Max for(z£o, £r). 
TEXT 


In cazul în care starea finală x, e fixată, iar to € Xo, |Xo| > 1, meto- 
da programării dinamice construieşte politica optimă retrospectiv, în baza 
ecuațiilor: 


fr-ir(trT-1, zr) Ta vr(zT-1, zr), 


fur(zu 27) = max — {VhT Titi) + ferrari 2r)), 


Tt+1 EAtNX a 


unde t = T — 2,1. 

În cazul în care atît starea iniţială poate fi oricare din Xo, | Xo] > 1, 
cît şi starea finală poate fi oricare din X7!, |XF'| > 1, metoda ecuațiilor 
funcţionale poate lucra atît prospectiv, rezolvînd |Xo| programe dinamice cu 
starea iniţială fixată, cât şi retrospectiv, rezolvînd |X7'| programe dinamice 
cu starea finală fixată, adăugînd un ultim pas, în care se alege politica optimă 
nor(25, 73), ză € Xo, ră € XF', pentru care: 

foi 26) max. for(ro £r). 
zocĂo, zreăp 

Dacă X; C X, A = A, v = v : X —> R, pentru orice t € {0,1,..., T}, 
atunci procesul dinamic e numit “staționar” şi în situaţia în care se impune 


starea, iniţială. £o şi se cere starea finală £r sistemele de relaţii de recurenţă 
se transformă în: 


for(£o, 21) = v(o, z1), xı E Axo, 
folto, x+) = {fi-1(20, Dia) + biz £) )- 


max 
zt—1EAt- tron A- T+t-1y 
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Remarcă. Dacă orizontul procesului dinamic nu este limitat (T = o), 
orice politică optimă în sensul de mai sus are valoare infinită, ceea ce practic 
nu prezintă interes, deoarece toate politicile de valoare infinită sunt echiva- 
lente, deşi pot să se deosebească esenţial prin părti finite. Acest inconvenient 
dispare dacă prin politică optimă înţelegem politica 


* x x 
AEE E atat E 
pentru care există T € N, încît pentru orice t > T subpolitica 
* x x 
To = To, TÄ,- T7) 


este optimă de la xo la xž. 


10.3 Procese dinamice desfăşurate 
în timp continuu 


Metoda programării dinamice se aplică şi la soluționarea problemei con- 
trolului optim: 


tı 
foeu t) dt + y(x", t1) — min, 


to 


—= = fj(x,u,t), j=l1,n, 
zlto =x € R”, 
r(t) = zl e R”, 
ult) e U C R”. 


În clasa controlurilor (dirijărilor) admisibile U (clasa funcţiilor continue pe 
porţiuni) se cere de aflat controlul u(t) şi traiectoria corespunzătoare lui — 
x(t), soluţie a sistemului de ecuaţii diferenţiale, pentru care funcţia obiectiv 
realizează valoarea minimă. Se presupune că fiecărui control u(t) îi core- 
spunde o singură traiectorie x(t). 

Din definiţia, integralei definite şi din rezultatele paragrafului precedent, 
la soluţionarea problemei date se impune evident utilizarea principiului de 
optimalitate al lui Bellman. În acest caz el poate fi formulat astfel: oricare ar 
fi în momentul 7 starea sistemului z(7) şi controlul u(r), soluţiile ulterioare 
trebuie să reprezinte în raport cu (7) şi u(7) o evoluţie optimă. 
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Vom presupune că problema controlului optim are soluţie. Valoarea min- 
imă a funcţiei obiectiv cu momentul iniţial t şi starea iniţială z o vom nota 
cu J(z,t) şi o vom numi funcţie a evoluţiei optime. Conform principiului de 
optimalitate, J(z + Az,t+ At) este funcţie a evoluţiei optime pentru partea 
a doua a traiectoriei cu momentul iniţial t + At şi starea iniţială z + Ax. 
Deoarece creşterea funcţiei J pe intervalul [t,t + At] poate avea loc doar 
din contul schimbării funcţiei y, această creştere este egală cu y(x, u, t)At. 
Astfel, valoarea funcţiei J pe tot intervalul de variaţie coincide cu valoarea 
minimă în raport cu controlul u a sumei părţilor respective: 


J(x,t) = min(p(z, u,t)+ J(z + Az,t+ At)}. 


Dacă presupunem că funcţia J(z + Az,t + At) este univocă şi continuu 
diferenţiabilă în raport cu n + 1 variabile, atunci funcţia J(z + Ax, t + At) 
poate fi dezvoltată în serie Taylor în punctul (x,t): 


ðJ ðJ 
Jar Ar, t+ At) = Jar tat 


Substituind această expresie în ecuaţia de mai sus, vom obţine: 


0 = min 4 p( în a 
A cd au d ð J 


Trecînd la limită cînd At — 0, căpătăm: 


oJ oJ 

—— = min zut)+-——fiz,u,t)e. 

ga = min Solut) + So Aaa) 

Ecuația în derivate parţiale obţinută este ecuaţie de bază în programarea 
dinamică şi e numită ecuaţia lui Bellman. Ei îi corespunde condiţia limită: 


J(z(t.),t) = (zl, tı). 


În general, ecuaţia obținută nu se rezolvă analitic. Mai mult, chiar şi 
la. soluţionarea numerică apar probleme numite generic de către Richard 
Bellman “blestem al dimensiunii”, care nu permit o soluţionare efectivă a 
problemei. 
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Capitolul 11 


Calcul variaţional 


În cadrul calculului variaţional se consideră probleme de aflare printre 
funcţiile admisibile a acelei pentru care este optimă valoarea unei funcţionale. 
În limbajul programării matematice se poate spune că problemele de calcul 
variaţional au ca “necunoscute” ( “variabile” independente) funcţii (curbe, 
suprafeţe etc.) şi ca “funcţii obiectiv” — funcţionale. Noţiunea de vecinătate 
a funcţiei intr-un spaţiu normat! infinit dimensional? permite că se definească 
conceptele de funcţii optimale (minimale, maximale, extremale) locale (rela- 
tive) şi globale (absolute). 


11.1 Probleme de calcul variaţional 


În cadrul programării matematice se rezolvă probleme de minimizare a 
unei funcţii pe o mulţime din spaţiul vectorial — probleme finit dimensiona- 
le. Există variate probleme reale modelul matematic al cărora reprezintă o 
problemă de optimizare a unei funcţionale pe o mulţime de funcţii dintr-un 
spaţiu normat infinit dimensional, adică sunt probleme de optimizare infinit 
dimensională. 

Compartimentul matematicii ce studiază problemele de optimizare în 
spaţii infinit dimensionale ţine de calculul variaţional şi controlul optimal. 
Anul 1696 poate fi considerat anul în care s-a formulat prima problemă 


Norma se introduce în spaţii liniare şi prin urmare spaţiul normat este implicit spaţiu 
liniar. 

2Spaţiul liniar este infinit dimensional dacă pentru orice n € N* există cel puţin un 
sistem liniar independent din n elemente. 
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în termenii ce ţin azi de calculul variaţional. Anume atunci, în luna iu- 
nie 1696, în Acta Eruditorum, apare nota epistolară “Problem novum, ad 
cujus solutionem mathematici invitantur” (“Problemă nouă, la rezolvarea 
căreia se invită matematicienii”) de matematicianul elveţian Johann Bernoul- 
li (1667-1748) în care se formulează problema brahistocronei (din greacă: 
Bpaxioros — cel mai rapid, xpovos — timp), numită şi problema celei mai 
rapide coboriri. Este interesant şi textul adresării: “Pe cei mai ingenioşi 
matematicieni ai lumii îi salut eu, Johann Bernoulli! Pe oamenii de int- 
elect superior nu-i mai poţi atrage la lucru decît indicindu-le o problemă 
complicată şi utilă, prin soluţionarea căreia ar putea să-şi câstige notori- 
etate şi slavă nemuritoare. Nutresc nădejde să obţin recunoştinţa întregii 
lumi savante, dacă asemenea lui Pascal, Fermat etc., voi propune celor mai 
iluştri matematicieni ai contemporaneităţii o problemă, prin care să-şi verifi- 
ce metodele de cercetare şi forţa lor intelectuală. Dacă cineva va găsi soluţia 
problemei propuse şi-mi v-a comunica despre aceasta, îi voi declara o laudă 
publică binemeritată”. 


Au soluţionat problema brahistocronei cei mai mari matematicieni ai tim- 
pului: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Jacob Bernoulli (1654-1705), 
Isaac Newton (1643-1727), Guillaume Francois Antoine L'Hospital (1661-1704), 
precum şi însuşi autorul problemei Johann Bernoulli (1667-1748). 


11.1.1 Problema brahistocronei 


Într-un plan vertical se consideră două puncte: A — originea axelor de 
coordonate şi B — un punct în interiorul unuia dintre cadranele de sub axa 
absciselor. Din A în B se mişcă sub actiunea gravitaţiei o bilă materială grea 
de-a lungul unei curbe [I absolut netede. Să se determine pentru care curbă 
bila va ajunge în B în timpul cel mai scurt. 


Să formalizăm problema translind-o în limbajul problemelor de opti- 
mizare. 

În planul vertical sistemul cartezian de coordonate are originea O în punc- 
tul A, axa Oz este orizontală, axa Oy este orientată în jos, punctul B are 
coordonatele B(b; h). 

Conform legii conservării energiei, energia potenţială în punctul A(0; 0) şi 
energia totală în orice punct C(x; y) al curbei L, identificate cu funcţia y(x), 
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sunt mărimi egale, adică: 
mu? 
mgh = mg(h — y) + Ea 
De unde: 
u = 4/2gy. 
ds ds 
Dar v = A sau V29y = —, iar 


dt 


ds = y (dx)? + (dy)? = Jæ + (2) (dz)? = y1 + yd. 


Deci: 
1 12 
dt = TY da 
29y 
TO) = je ae 
V29 0 yY 


Prin urmare, problema brahistocronei cere determinarea funcției y = y(x), 
x € [0,b], care minimizează valoarea funcţionalei T (y) şi ia în extremele seg- 
mentului [0,b] valorile date (verifică condiţiile la limite, condiţiile de fron- 


tieră): 
| y(0) = 0, 
y(b) =h. 


gi 


11.1.2 Problema elementară de calcul variațional 


Problema elementară de calcul variaţional clasic cere să se determine 
funcţia (curba) y(x), x € [a,b], ce minimizează funcționala: 


= f EE 


gi verifică condițiile de frontieră: 
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Formal, problema poate fi scrisă: 


b 
I(y) al F(z,y,y)dz — min, 


| y(a) =c, 
y(b) = d. 
Funcţia y = y(x) ce satisface condiţiile de frontieră se numeşte admisibilă. 
Funcţia ĝ(x) se numeşte minimală absolută (globală) în problema ele- 
mentară de calcul variaţional dacă I(ĝ) < I(y) pentru orice funcţie admisi- 
bilă y(x). 
Funcţia (x) se numeşte minimală relativă (locală) tare în problema ele- 


mentară de calcul variaţional dacă există e > 0 încît pentru orice funcţie 
admisibilă y(x) ce verifică 


ly(z) — ĝ(x)| < €, pentru orice z € [a,b], 


are loc I(ĝ) < I(y). 

Funcţia (x) se numeşte minimală relativă (locală) slabă în problema 
elementară de calcul variaţional dacă există e > 0 încât pentru orice funcţie 
admisibilă y(x) ce verifică 


ly(z) — ĝ(x)| < €, pentru orice z € [a,b], 
ly' (x) — ĝ' (x)| < £, pentru orice z € [a,b], 


are loc I(ĝ) < I(y). 

Funcţia ĝ(x) se numeşte minimală relativă (locală) slabă de ordinul k în 
problema elementară de calcul variaţional dacă există e > 0 încât pentru orice 
funcţie admisibilă y(x) ce verifică 


ly(z) — ĝ(x)| < €, pentru orice z € [a,b], 
ly' (x) — ĝ' (x)| < £, pentru orice z € [a,b], 


ly (x) — 9P (x)| < e, pentru orice x € [a,b], 


are loc I(ĝ) < I(y). 

În mod evident se introduc noţiunile de maximale. Minimalele şi maxi- 
malele sunt numite extremale. 

În continuare ne vor interesa, în general, minimalele relative. Atributul 
relativ va fi, de regulă, omis, subînţelegîndu-se. 
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Din definiţii rezultă că minimala tare este cea mai bună dintre toate 
funcţiile admisibile ce puţin diferă după valorile lor. Cea slabă este cea 
mai bună, dintre toate funcţiile admisibile ce puţin diferă atît după valorile 
funcţiilor, cât şi după valorile derivatelor lor. 

Orice minimală tare este şi minimală slabă. Afirmația inversă, în general, 
nu este adevărată. 

Orice minimală absolută este şi minimală tare şi minimală slabă. Impli- 
caţiile inverse arareori sunt adevărate. 

Schematic aceste dependențe pot fi reprezentate după cum urmează. 


Minimală absolută 


4 


Minimală tare 


4 


Minimală slabă 


4 


Minimală slabă de ordinul k > 1 


Din aceste proprietăți reiese că: 


e orice condiţie suficientă de minimială absolută va fi condiţie suficientă 
de minimală relativă tare şi slabă, 


e orice condiţie necesară de minimală slabă va fi şi condiție necesară atît 
de minimală relativă tare, cât şi de minimală absolută. 


11.1.3 Probleme Lagrange, Mayer şi Bolza 


În cadrul calculului variational se disting trei probleme generale echiva- 
lente. Pentru a le formula vom evidenția, în prealabil, tipurile de funcţionale 
şi de restricţii folosite. 

Funcţionale integrale: 


I(y(z)) = Jy Fra, 
I(y(2) = J? Firme), (De), (ae. 


Funcţionale terminale: 
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Funcţionale Bolza: 
B(y(x)) = I(y(2)) + T(y(z)). 


Restricţiile în problemele de calcul variaţional sunt de două feluri. 


I. Legături (restricții) diferențiale (neolonome): 


(x,y, y’) =0, 


sau 


Prlz, Y, y’) = 0, k Sa l,m. 


În cazul particular cînd funcţiile din restrictii nu depind de derivate, ele sunt 
restricții nediferențiale (olonome). Restricţiile devin izoperimetrice dacă au 
forma: 


b 
I P(x,y, y')dz = c, 


sau 


b 
i lz, y, ydr = ck, k = 1, m, 


II. Condiții de frontieră: 


sau 


bila), suna) y1(b), -- sunt) = 0, j = 1,1. 


În problema Lagrange se extremizează funcționala integrală în restricţiile 
I-II. 

În problema Mayer se extremizează funcţionala terminală în restricţiile 
I-II. 

În problema Bolza se extremizează functionala Bolza în restricţiile I-II. 


Teoremă. Problemele Lagrange, Mayer şi Bolza sunt echivalente. 
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11.2 Metoda variațiilor 


Procedeul central de cercetare a problemelor de calcul variaţional — 
metoda variațiilor, a fost aplicat pentru prima dată de Joseph-Louis Lagrange 
(1736-1813) în anul 1759. Leonhard Paul Euler (1707-1783) a folosit pentru 
prima dată sintagma “calcul variaţional” influenţat de lucrările lui Lagrange, 
dar a folosit-o nesistematic. Adrien-Marie Legendre (1752-1833) a preluat 
ulterior denumirea. Însă descrierea metodei în limbajul analizei funcționale se 
datorează matematicienilor francezi: René Eugène Gâteaux (1889-1914), Paul 
Pierre Lévi (1886-1971), Maurice René Fréchet (1878-1973), dar nu numai lor. 
În cadrul acestui paragraf vom expune succint metoda în limbajul analizei 
funcţionale. 

Metoda este utilă la deducerea condiţiilor necesare de optimalitate pentru 
probleme de tipul: 
F(x) > min,r € X, 


unde F : X > R. 
Pentru o funcţie f(x) de o singură variabilă noțiunea de derivat? în 
punctul £o 


şi noţiunea de diferenţiere (diferenţiabilitate) a funcției f(x) în punctul xo — 
reprezentarea asimptotică (aproximarea liniară) a diferenţei f (xo + h) — f (xo) 
sub forma 


F(zo +h) — f (zo) = a(zo)h + oh), 


sunt echivalente (a(xo) = f'(xo), teorema 5.1 din [17]), identificînd şi numind 
diferenţiere operaţia de calcul al derivatei funcţiei în punctul datt. Dar deja 
pentru funcţii de două şi mai multe variabile generalizarea primei expresii 
conduce la noţiunile de: derivată direcţională, prima variaţie (diferenţială 
Gâteaux) şi derivată Gâteaux (derivată slabă), iar generalizarea expresiei a 
doua (de aproximare liniară) conduce la noţiunile de: diferenţială şi derivată 
Fréchet (derivată tare), precum şi de diferenţială şi derivată strictă. 


3Notaţiile pentru derivate se datorează câtorva, matematicieni ilustri: 


Lagrange — f'(x), f(x), f™ (x) ete., 
Leibniz Pe), TI (o) 2 tew) etc., 
Euler — Df, D„f(a), D” f, unde D este operator de diferenţiere, 
Newton = $ i A folosite cu precădere când funcția depinde de timp. 


4Produsul f'(xo)h se numeşte diferenţială a funcţiei f(x) şi se notează df (x). 
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Să clarificăm aceste noţiuni nu doar în contextul funcţiilor, dar şi în cel 
al aplicaţiilor definite pe spaţii normate. 
Fie X şi Y două spaţii normates, iar F : X-— Y o aplicaţie din X în Y. 
Definiția 1. Dacă pentru zo, ho E€ X există limita finită 
F(zo + aho) — F (x0) 


ô+ F (z0, ho) = aim, = , 


atunci se spune că aplicaţia F are în xo derivată 6, F (xo, ho) pe (în, după) 
direcția ho. 
Dacă pentru £o, ho € X există limita finită 
F hp) — F 
aios a ONSA 


a—0 a 


atunci se spune că aplicaţia F are în o diferențială Gâteau ôF (xo, ho) pe (în, 
după) direcția ho. Evident că în acest caz 


ô+ F (£0, ho) = —0+ F (£0, —ho) = ôF (x0, ho), 


adică diferenţiala direcţională Gâteaux este o aplicaţie omogenă de gradul 
întâi în raport cu họ, dar nu este neapărat şi aditivă. 


Diferenţiala. direcţională Gâteaux ôF (xo, ho) este un element al spațiu- 
lui Y. Ea generează şi o aplicaţie din produsul cartezian X x X în Y, 
F(z,h): X x X — Y. Evident că o asemenea aplicaţie nu este neapărat 
definită pentru orice £o, ho € X. 


Dacă se consideră pentru zo € X diferenţialele Gâteaux în toate direcţiile 
h € X, atunci se ajunge la noţiunea de diferenţială Gâteaux’ (prima variaţie) 
în To E X. 


5Spatiul liniar înzestrat cu normă se numeşte spațiu normat. 
SPrima variaţie sau diferenţiala Gâteaux pentru aplicaţii a fost introdusă de către 
Gâteaux în 1913. Variația funcţionalei a fost introdusă de către Lagrange în 1760. 
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Definiţia 2. Dacă pentru xp € X există diferenţialele Gâteaux ôF (xo, h) 
în toate direcţiile h € X, atunci aplicaţia 


SF(zo,h):X—>Y 


se numeşte diferenţială Gâteaux (prima variație) a aplicației F în o, adică 
diferenţiala Gâteaux 
F'(ao + ah) T F (xo) d 


ÔF (zo, h) = lim = == Ja E + ah)|a=o, 


şi este o aplicaţie din X în Y. 


Aplicația ôF (xo, h) nu este neapărat aditivă în raport cu h, dar este 
întotdeauna omogenă de gradul întîi în raport cu h. 


Definiţia 3. Dacă diferenţiala Gâteaux ôF (xo, h) este liniară şi continuă în 
raport cu h, atunci operatorul ôF (xọ, h) se numeşte derivată Gâteaux (derivată 
slabă) a aplicaţiei F în xo E€ X şi se notează FL(xo) sau DF (xo). 

Dacă există derivata Gâteaux, atunci aplicaţia F este diferenţiabilă în 
sensul Gâteaux (diferențiabilă slab), adică asimptotic, cînd a — 0, pentru 
orice zo € X fixat: 


F(xo + ah) — F(xo) = aF&(zo)h + o(h,a), 


unde Fg(xo)h € Y este imaginea lui h şi notează acţiunea derivatei Gâteaux 


h 
asupra elementului h, o(h,a): X x R>Y, lim AeL =0. 
a— 


De remarcat că o(h, a) în definiţia 3 nu obligator depinde uniform de A. 


Aşadar, diferenţiala Gâteaux în punct şi după direcţie este un element 
din Y, diferenţiala Gâteaux în punct este o aplicaţie din X în Y (nu obli- 
gator este liniară şi continuă), iar derivata Gâteax este un operator liniar şi 
continuu din X în Y. 
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Definiția 4. Dacă în vecinătatea elementului xp este adevărată relaţia 
F'(zo + h) = F(zxo) = F'(zo)h + o(h), 


unde F'(x0) este un operator liniar şi continuu din X în Y, o(h): X >Y, 
lolh) lly 


lim ————— = 0, atunci se spune că aplicaţia F(x) este diferențiabilă Fréchet 
no hllx 
(diferenţiabilă tare). 

Operatorul F"'(x9) este numit derivată Fréchet (derivată tare) în xo, iar 


aplicaţia F'(xọ)h este numită diferenţială Fréchet. 


Noţiunea de diferenţiabilitate Fréchet poate fi formulată şi în limbajul 
e, 6. Aplicația F : X — Y este diferenţiabilă Fréchet în zo € X dacă pentru 
orice e > 0 există 6 > 0 încît pentru orice h € X, |lh||x < 5, este adevărată 
inegalitatea 


| F(zo +h) — F (xo) — F'(xo)hlly < elhllx. 


Din defniţia 4 prin amplificare urmează definiţia aplicaţiei strict diferenţiabile. 


Definiția 5. Aplicația F este numită strict diferențiabilă în £o dacă există 
operatorul liniar şi continuu A din X în Y, asfel că pentru orice e > 0 există 
ô > 0, încît pentru orice za şi £o ce verifică ||xı — zoll < ô, |za — zoll < 5, 
este adevărată inegalitatea 


|F (z1) — F (£2) — A(za — za)]] < elza — zəll. 


Operatorul A este numit derivată strictă, iar aplicaţia A(z — z2) — 
diferenţială strictă. 


Pentru £ = zo şi di = £o + h se obţine că aplicaţia strict diferenţiabilă 
este diferenţiabilă şi în sensul Fréchet. 


Legăturile dintre noţiunea de aplicaţie continuă şi definițiile 1—5 pot fi 
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reprezentate schematic: 


Diferenţiere strictă 
Derivată strictă 


4 


Diferenţiere Fréchet 
Derivată Fréchet 


4 


Diferenţiere Gâteaux 
Derivată Gâteaux 


4 


Diferenţială Gâteaux 
Prima variație 


4 
Diferenţială Gâteaux pe direcţie 


4 


Derivată pe direcție 


= |Continuitate în vecinătate 


= Continuitate în punct 


unde nici una dintre implicaţii nu poate fi, în general, inversată fără a speci- 
fica nişte condiţii particulare. 


Funcţionala o vom numi diferenţiabilă dacă ea este diferenţibilă cel puţin 
în sensul Gâteaux. De menţionat că prin diferenţiere se înţelege posibilitatea 
de aproximare a aplicaţiei F printr-un operator liniar (prin derivată), adică 
este prin definiţie legat de noţiunea de derivată a aplicaţiei, pe când termenul 
de diferenţiala este mai larg, astfel că, spre exemplu, diferenţiala Gâteaux 
poate exista şi pentru o aplicaţie nediferenţiabilă. 


Se consideră problema de minim necondiționat: 


F(x) > min, 
LEX, 


unde X este un spațiu Banach’, iar F : X > R. 


"Spaţiul normat complet se numeşte spaţiu Banach. 
Spaţiul se numeşte complet dacă orice şir fundamental este convergent. 
Şirul {zn} se numeşte fundamental dacă pentru orice e > 0 există un asemenea număr 
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Teorema 1. Fie X un spaţiu Banach şi £x € X un minim local al 
funcţionalei F(x). 

I. Daca funcţionala F are în x € X derivata după direcţia h, atunci 
F'(xz,h) > 0. 

II. Daca funcţionala F are în x € X prima variaţie (prima variație în 
sensul Lagrange), atunci 64 F(x, h) > 0,vh € X (F(x, h) = 0,Yh € X). 

III. Daca functionala F are în x € X derivata Fréchet (Gâteaux), atunci 
F'(x) = 0 (F&lx) = 0). 


Propoziția III a acestei teoreme este numită teoremă Fermat. Elementele 
în care se anulează derivatele Fréchet şi Gâteaux sunt numite staţionare, 
critice sau extremale. 


11.3 Metoda variațiilor pentru problema ele- 
mentară de calcul variaţional 


Se consideră problema elementară de calcul variaţional: 


b 
I(y) 3d F(x,y,y') dr — min, 


a 


ta 


Pentru simplitate vom presupune că y(x) € C![a,b]. Vom conside- 
ra creşteri h(x) € Cl|a,b| ale argumentului funcţionalei I(y) ce satisfac 
condiţiile h(a) = h(b) = 0. Familia de funcţii monoparametrice 


yla) = y+ah, 


pentru valori mici ale parametrului a va aparţine unei vecinătăţi a funcţiei 
y = y(x). Funcţionala 


b 
I(y + ah) = f F(x,y +ah,y' + ah’) dz, 


Ne, încît inegalitatea ||£n — £m|| < £ se verifică pentru toţi n, m > Ne. 
Stefan Banach (1892-1945) — matematician polonez. Este considerat fondatorul analizei 
funcționale moderne. 
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este funcţie de parametrul a. 
Dacă y(x) este minimală slabă pentru functionala I(y), atunci folosind 
condiţiile necesare de optimalitate pentru funcţii diferenţiabile obţinem: 


E it o=0, 


Conform paragrafului precedent prima şi a doua variaţie în sensul La- 
grange se definesc după cum urmează. 


Definiţia 1. Prima variaţie în sensul Lagrange a funcţionalei I(y): 


ôI (y, h) = —I(y + ah)la-o. 


d 
da 
Definiţia 2. Variația a doua în sensul Lagrange a funcţionalei I(y): 


2 


d 


FIU + ah)la-o: 


Pentru prima variație în sensul Lagrange avem: 


ôI (y, h) = & J? F(&,y + ah,y' + ah dale=o = 
= fi [Fy(z,y + ah “u + ah)h + Fy(z,y + ah, y' + ahh] dzla=o = 
= f? [F;(£,y,y')h + Fy(£,y,y')h'] dz. 


adică: 


b 
ôI (y, h) = / [F (z,y,y)h+ Fyl(£, y, y)h'] da. 


Să reamintim ca în conformitate cu cele expuse în paragraful prece- 
dent, funcționala diferențiabilă posedă prima variaţie, dar nu fiecare dintre 
funcţionalele ce posedă prima variație este şi diferențiabilă. 

Pentru variația a doua în sensul Lagrange avem: 

iad (y, h) = Saal F(x,y + ah, y + ah')dzrla=o = 
=> =f 4 [Ey (t; o y + ah')h + Fyl£,y +ah,y' + ah')h']drla=o = 


= = | | yy (7,y,y y')h? + 2Fyy (x,y, y )hh' + Pay (x,y, y) h’ dz, 


şi, ca rezultat: 


b 
Ily, h) = f [F y(£, y, y )h? +2Fyy lt, y, y hh + Fyylx, y, y')h’?] de. 
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Teorema 1. Dacă funcţionala I(y) posedă prima variaţie în sensul La- 
grange şi y(x) este minimală slabă, atunci: 


b 
ôI (y, h) = I [F (z,y, y )h + Fy(£, y, yh] de = 0. 


Teorema 2. Dacă funcţionala I(y) posedă variaţia a doua în sensul La- 
grange şi y(x) este minimală slabă, atunci: 


b 
I (y, h) = / [Fylt y, yh? +2Fpy (£, y, y )hh + Fogle y k] dz > 0. 


Lema Lagrange (lema de bază a calculului variațional). Dacă 


atunci 


Demonstraţie. De la absurd. Presupunem că există 2 € (a,b) astfel 
că p(ĉ) # 0. Prin continuitatea funcţiei y(x), există o vecinătate |xo, x1] 
a punctului ĉ în care funcţia y(x) îşi păstrează semnul. Dar alegînd, de 
exemplu, funcţia 


ce contrazice ipoteza lemei. 
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Teorema 3 (ecuația lui Euler). Dacă funcţionala I(y) este de două ori 
continuu diferenţiabilă după fiecare argument şi = (x) este minimală 
slabă, atunci ĝ = ĝ(x) este soluţie a ecuaţiei lui Euler: 


d 
Fy = Te” = 0. 


Demonstraţie. Deoarece (x) este minimală slabă, conform teoremei 1: 
b 
SI(9,h) = f [F (x,9, 9 )h + Fy (z, 9, 9)h]dz = 0. 
Integrînd al doilea termen prin părţi, obținem: 


b 
A A AJ d AA 
ôI, h) = Fhb +] zii” — —Fy(z,9,9)| hdx = 0. 


Conform lemei Lagrange: 


Remarcă. Calculînd în ecuaţia lui Euler derivata după x, obținem: 


d 
TE” (x,y, y’) = Pay + Eyyy’ F Eyyy". 


Deci ecuaţia lui Euler ia forma unei ecuaţii diferențiale de ordinul doi: 


Eyyy” a Eyyy’ + Fry — Fy =0. 
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Listă de notații 


N — mulţimea, numerelor naturale. 

N* = N \ {0}. 

Z — mulţimea numerelor întregi. 

R — mulţimea, numerelor reale; axa numerică. 

N” — produsul cartezian de n mulțimi N. 

a,B,... — notații pentru numerele reale. 

R” — spatiul vectorial n-dimensional. 

AT — matrice transpusă matricei A. 

£ = (£1,82,..-, En), Y = (Y1, Y2,- --; Yn)? — notații pentru elementele (punctele, 
vectorii) spațiului R”; indicele de jos notează coordonata respectivă a vectorului; indicele 
de sus e folosit pentru a diferenția elementele spațiului R”. 

x > 0 — notație pentru condiţiile de nenegativitate asupra componentelor vectorului 
x; restricție de semne. 

x > 0 — toate componentele vectorului z sunt pozitive. 


JE 


zi Z 0 — componenta x; poate lua orice valoare: pozitivă, nulă sau negativă. 

a `> B — a este cu mult mai mare decît 8. 

X,Y — notații pentru mulțimi de puncte din spațiul R”. 

X — planul de transport în problema transporturilor (capitolul 6). 

X C Y — X este o submulțime a mulţimii Y. 

X C Y — X este o submulțime (pură) a mulţimii Y, astfel că X # Y. 

x E€ X — elementul x aparţine mulţimii X. 

X NY — intersecţia mulțimilor X şi Y. 

X UY — reuniunea multimilor X şi Y. 

|X| — cardinalitatea (puterea) mulțimii X; pentru mulțimi finite — numărul de ele- 
mente. 

dim(X) — dimensiunea mulţimii X (dimensiunea celui mai mic subspaţiu afin care 
conţine mulţimea X). 

f: X — R — funcţia f cu domeniul de definiţie X şi cu domeniul de valori (codome- 
niul) în R; se mai utilizează notația f(x), ze X. 

grf (x) = {(x, f(2)) | £ e X} — graficul funcţiei f(x). 

epif (x) = {(x,8) | x € X, f(x) < B} — eprigraful funcţiei f(x). 

hypf (2) = (0,6) | z € X, f(a) > A) — hypograful functiei f(x). 

f'(x) — gradientul functiei f(x); vectorul derivatelor partiale în punctul x. 
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f" (x) — hessiana funcţiei f(x); matricea derivatelor parţiale de ordinul doi în punctul 


O(a) — o funcţie infinit mică în punctul a = 0 de ordin superior în raport cu a. 
L(x; uo, u) = uo f (£) + Si uigi(£) — funcţia Lagrange. 
xTy = Si ziyi — produsul scalar al vectorilor z şi y. 
Afm x n] — matrice cu m linii şi n coloane. 
aij — elementul matricei A aflat la intersecția liniei ¿į şi a coloanei j. 
D = AB, dij = y ab; — produsul matricelor A[m x k] şi B[k x n]. 
AT! — matricea inversă matricei A. 
E — matrice unitate (matrice pătratică care are pe diagonala principală unităţi, iar 
în afara diagonalei zerouri). 
rang(A) — rangul matricei A. 
det(A), |A| — determinantul matricei pătratice A. 
|| æ |= yz? + r3} +- -+x = vzTr — norma elementului z € R”. 
p(z, y) =|| x — y || — distanţa dintre punctele z şi y. 
V(z*) = {x€ X | || £— x* |< £} — e-vecinătatea punctului z*. 
int(X) — interiorul mulţimii X; mulţimea de puncte din X care se conţine în X 
împreună cu o careva vecinătate. 
X — închiderea mulţimii X. 
|x| — partea întreagă a lui x E€ R — cel mai mare număr întreg, mai mic decît x € R. 
[x] — cel mai mic număr întreg, mai mare decît x € R. 
{x} = x — |x| — partea fracţionară a lui z € R. 
Jx — cuantorul existenţial; “exisă cel puţin un” x. 
Yx — cuantorul universal; “pentru orice” x. 
: — notație pentru expresii de tipul: “care are proprietăţile”, “cu proprietatea cë 


3 
7 


etc. 


— simbol folosit la marcarea sfirşitului demonstraţiei. 
:=, = — operatori de atribuire. 


) 


19,29,... — numerotarea, paşilor algoritmilor. 
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algoritmul simplex, 55 
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con convex, 26 

con convex ascuţit, 26 
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con poliedral, 26 

condiţia Lipschitz, 232 
condiţie de regularitate, 193 
condiţii de admisibilitate, 206 
condiţii de excludere, 207 
condiţii de ordinul întîi, 206 
control optim, 310 


dimensiune a submulţimii, 24 
dimensiune a subspaţiului afin, 24 
dimensiune a subspaţiului liniar, 24 
direcţie admisibilă, 208 

direcţie de descreştere, 208 
disponibil total, 132 


echivalenta formelor, 22 
epigraf, 215 

estimaţie a variabilei, 146 
exemplul lui Beale, 64, 65 


formă canonică, 22 

formă generală, 21 

formă pătratică, 173 

formă pătratică nedefinită, 173 

formă pătratică negativ definită, 173 
formă pătratică negativ semidefinită, 173 
formă pătratică nenegativ definită, 173 
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formă pătratică normală, 177 

formă pătratică pozitiv definită, 173 
formă pătratică pozitiv semidefinită, 173 
formă standard, 22 

funcţia Lagrange, 190 

funcţie concavă, 214 

funcţie convexă, 214 

funcţie de penalizare, 254 

funcţie explicită, 6 


criteriu de nemărginire în programarea liniară, funcţie implicită, 6 
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funcţie infinit crescătoare, 187 


criteriu de optimalitate în programarea liniară,funcţie infinit descrescătoare, 187 


49 
criteriul lui Sylvester, 186 
cuplu dual, 70 
cuplu dual simetric, 70 


funcţie obiectiv, 6 

funcţie strict concavă, 214 
funcţie strict convexă, 214 
funcţie unimodală, 233 
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grafic, 215 


hiperplan, 24 
hypograf, 215 


inegalitatea. Jensen, 221 
infimum, 8 
iteraţie a metodei, 9 


majorantă a funcţiei, 8 

margine inferioară, 8 

margine superioară, 8 

matrice adjunctă, 269 

matrice reciprocă, 269 

matrice unimodulară, 267 

maximă, 8 

medie aritmetică, 222 

medie geometrică, 222 

metoda bazei artificiale, 53 

metoda celor două faze, 53 

metoda. coborîrii pe coordonate, 252 

metoda coeficienţilor de penalizare, 53, 54 

metoda colţului nord-vest, 136 

metoda costului minim, 136 

metoda cvasi-Newton, 246, 248 

metoda Davidon-Fletcher-Powell, 249 

metoda. dihotomiei, 234 

metoda, ecuaţiilor funcţionale, 308 

metoda eliminării variabilelor, 188 

metoda Fibonacci, 235 

metoda fragmentării pasului, 241 

metoda, funcţiilor de barieră, 255 

metoda, funcţiilor de penalizare, 254 

metoda. funcţiilor exterioare de penalizare, 
255 

metoda. funcţiilor interioare de penalizare, 
255 

metoda Gauss, 180 

metoda generalizată Newton, 247 

metoda gradienţilor conjugaţi, 250 

metoda gradientului, 241 

metoda gradientului condiţionat, 254 

metoda gradientului optim, 241 

metoda gradientului proiectat, 253 

metoda grafică, 11 

metoda interpolării cubice, 240 
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metoda Jordan-Gauss, 31 

metoda Lagrange de desprindere a pătratelor, 
175, 180 

metoda lui Gomory, 270 

metoda lui Jacobi, 185 

metoda metricii variabile, 248 

metoda multiplicatorilor Lagrange, 190 

metoda Newton, 246 

metoda parabolelor, 239 

metoda potenţialelor, 151 

metoda punctului exterior, 255, 257 

metoda punctului interior, 255, 256 

metoda repartiţiei, 151 

metoda secţiunii de aur, 237 

metoda simplex, 45 

metode de căutare, 232 

metode de căutare pasivă, 232 

metode euristice de ordinul zero, 252 

minimă, 8 

minor de colţ, 174 

minor principal, 174 

minorantă a funcţiei, 8 

model matematic, 6 

modelare matematică, 6 

mulţime convexă, 25 

mulţime poliedrală, 27 

mulţimea punctelor admisibile, 7 


partea întreagă, 271 

partea fracţionară, 271 

pas al metodei, 9 

pivotaj, 34 

plan de transport, 132 

plan de transport degenerat, 135 

plan de transport nedegenerat, 135 
plan optim de transport, 132 

poliedru convex, 27 

potenţial, 148 

principiul de optimalitate, 307, 308 
principiul lui Lagrange, 190 

problemă de optimizare, 5 

problemă de transport echilibrată, 132 
problemă de transport neechilibrată, 132 
problema afectării, 262 

problema amestecului, 15 

problema comis-voiajorului, 291 


INDEX 335 


problema controlului optim, 310 subspaţiu afin, 24 

problema de transport, 16, 132 subspaţiu liniar, 24 

problema dietei, 15 supremum, 8 

problema drumului minim, 302 

problema duală, 69 tabel simplex, 51 

problema liniară parametrică, 113 teorema, ecarturilor complementare, 81 
problema meniului optim, 15 teorema fundamentală a dualității, 72 
problema nutriţiei, 15 teorema Kuhn-Tucker, 225 

problema portofoliului, 18 teorema lui Bellman, 307 

problema primală, 69 teorema lui Fermat, 19 


problema realizării formelor booleene, 266 teorema Weierstrass, 187 

problema repartizării eficiente a resurselor, transformare simplex, 47 
13 

problema rucsacului, 263, 284 
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